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前言

本文档内容是王永恒的学习笔记，目前就读于香港大学电机与计算机工程系，
导师为刘涛教授和侯云鹤教授。初稿成于 2024 年，后于 2026 年整理。文档内
容按八个主章组织：第一章建立能量账本；第二章给出信号空间和外部耗散定义；
第三章讨论存储函数；第四章讲无源、正实和 KYP 型代数判据；第五章进入稳
定性和互联系统；第六章讨论失稳与频域图形判据；第七章整理非线性与扩展结
果；第八章把理论放到电力电子和微电网端口无源化中理解。附录给出矩阵工具
和概念辨析。
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第一章 能量账本：从无源性到二次供给率

系统
x, u, y

外部供给∫ T

0
w dt

可用输出
不超过账本余额

内部储能
V (x(T ))− V (x(0))

耗散余量∫ T

0
d(t)dt ≥ 0

核心不等式：
∫ T

0

w dt−
[
V (x(T ))− V (x(0))

]
≥ 0

图 1.1 耗散理论的基本账本：外部供给、内部储能与不可恢复损耗。

本章先不急于写抽象定义，而是从电路、机械端口和控制系统的共同语言出
发。所谓耗散，最核心的一句话是：系统可以存储能量，也可以把能量耗掉，但
不能凭空产生能量。后文所有矩阵不等式、KYP 引理、正实性和稳定性定理，最
后都可以追溯到这个账本。

定义 1.1（端口供给率）. 设系统输入为 u(t)，输出为 y(t)。若 y(t)Tu(t) 表示
进入系统的瞬时功率，则 w(u, y) = yTu 称为无源供给率。更一般地，给定矩阵
Q = QT、R = RT 与适当维度的 S，二次供给率定义为

w(u, y) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

评注 1.2（供给率可以短时为负）. 耗散理论约束的是累计能量账本，而不是要
求每一时刻 w(t) ≥ 0。若系统正在释放此前储存的能量，则 w(t) 可以为负；真正
不能发生的是释放的能量超过已有储能与外部供给之和。

1.1 学术源流与阅读主线

前言的作用不是证明定理，而是告诉我们这本书的研究谱系和目标。读前言
时要抓住三条线：

1. dissipative systems 是 passive systems 的推广。
2. passive systems 的核心来自电路和能量守恒。
3. 本书最重要的贡献方向是大规模 interconnected systems 的稳定性分析。
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耗散系统理论建立在许多已有工作之上，尤其是 passive systems和 stability。
passive systems 直译是 “无源系统”，典型例子是没有电源、只含电阻电容电感的
电路。stability 是控制理论里判断系统响应是否保持有界、是否回到平衡点的理
论。Willems 引入了 “dissipative” 这个标签，并给出了最基础的稳定性结果。这
里的历史位置很重要：Willems 的耗散理论更一般，允许很宽泛的 supply rate；
Moylan（祖师爷）选择二次 supply rate，因为二次型可以和矩阵代数、Riccati方
程、频域圆判据对接。
本书材料主要来自 Moylan 和 D. Hill（我的师爷兼偶像）的合作。大规模互

联系统结果受 Vidyasagar 关于 interconnected passive systems 的工作启发。这
句话暗示：全书不是只讲单个系统，而是重点讲 “很多子系统连接起来后怎样保
证整体稳定”。这本书的结构不是 “定义一些抽象概念然后结束”，而是：

passivity → dissipativity → storage functions
→ stability/instability → interconnected systems
→ frequency-domain tests.

也就是说，前几章的定义都是后面稳定性判据的工具，不是孤立术语。

1.2 从能量直觉到二次供给率

1.2.1 背景：从无源性到耗散性

这一节先回答 “耗散系统为什么从能量说起”。本节需要抓住以下几件事：
1. 在电路中，passivity 是一个真实物理能量概念。
2. 在控制理论中，passivity 可写成输入输出积分不等式。
3. dissipativity 把真实能量推广成抽象供给率，但仍保留能量账本的数学结构。

从一句话开始：耗散系统耗散能量。 A dissipative system is one that dissipates
energy。直译就是 “耗散系统是耗散能量的系统”。这句话太不精确，不能作为严
肃理论的定义。为什么不精确？因为至少有三个问题：

1. 什么叫 energy？是真实电能、机械能，还是数学上的伪能量？
2. 什么叫 dissipate？是严格变成热，还是只要求某个积分不等式非负？
3. 系统是否允许先释放已储存的能量？如果有初始储能，短时间输出能量并不
违反物理无源性。
这一节的任务就是把这句直觉慢慢精确化。

被动电路的元件级直觉。 被动电路由 passive components 构成。典型元件：
• 电阻 resistor：消耗电能，通常转为热。
• 电容 capacitor：储存电场能量。
• 电感 inductor：储存磁场能量。
• 变压器 transformer：理想情况下功率中性，不产生也不消耗净能量。
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• gyrator：多端口网络理论中的功率中性元件。
电阻的功率：

pR(t) = vR(t)iR(t).

若 vR = RiR，且 R > 0，则

pR(t) = RiR(t)
2 ≥ 0.

这表示电阻只能吸收能量，不能产生能量。电容储能：

EC(t) =
1

2
CvC(t)

2, C > 0.

电感储能：

EL(t) =
1

2
LiL(t)

2, L > 0.

二者能释放之前储存的能量，但不能释放超过已经存入的能量。若 C < 0 或
L < 0，这些储能表达式会变成可为负的 “能量”，这破坏 passivity。所以说负电
容、负电感不是 passive，而是后面会叫 cyclo-passive。

从元件到多端口系统。 为了把 “电路由无源元件组成” 变成系统定义，我们把整
个电路看成有外部端口的系统。每个端口有：

• 电压 vk(t)，单位 V。
• 进入电路的电流 ik(t)，单位 A。
对第 k 个端口，瞬时功率是

pk(t) = vk(t)ik(t).

如果约定电流方向是 “进入系统”，则 pk(t) > 0 表示外部向系统输入功率；
pk(t) < 0 表示系统向外部输出功率。把所有端口合起来：

v(t) =


v1(t)

v2(t)
...

vn(t)

 , i(t) =


i1(t)

i2(t)
...

in(t)

 .
其中 v(t), i(t) ∈ Rn。总功率为

p(t) = v(t)T i(t).

一步一步做矩阵乘法：

v(t)T =
[
v1(t) v2(t) · · · vn(t)

]
.
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所以

v(t)T i(t) =
[
v1(t) v2(t) · · · vn(t)

]
i1(t)

i2(t)
...

in(t)

 .
按行乘列：

v(t)T i(t) = v1(t)i1(t) + v2(t)i2(t) + · · ·+ vn(t)in(t) =
n∑

k=1

vk(t)ik(t).

从功率到能量。 功率 p(t) 是单位时间输入能量。能量是功率对时间积分：

E(0, T ) =

∫ T

0

p(t) dt.

代入 p(t) = v(t)T i(t)：

E(0, T ) =

∫ T

0

v(t)T i(t) dt.

如果初始没有储能，一个 passive circuit不能在任何时间 T 之前净输出能量。
因此要求 ∫ T

0

v(t)T i(t) dt ≥ 0, ∀T ≥ 0.

这里的 “所有 T” 非常重要。它不是只看最终总账，而是任意时刻都不能透
支。

控制理论记号：从 v, i 到 u, y。 控制理论中系统通常写成：
• 输入 u(t)。
• 输出 y(t)。
如果我们选择端口电流为输入、电压为输出，则

u(t) = i(t), y(t) = v(t).

于是

y(t)Tu(t) = v(t)T i(t).

passivity 条件变为 ∫ T

0

y(t)Tu(t) dt ≥ 0, ∀T ≥ 0.
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如果选择反过来 u = v, y = i，也得到同样的标量乘积 iT v = vT i。在多端口
中还可混合选择，但必须保持供给率的物理意义或数学意义一致。

为什么 integrand 可以短时为负。 passivity 要求的是积分非负：∫ T

0

yTu dt ≥ 0.

它不要求每个时刻

y(t)Tu(t) ≥ 0.

系统可以短时间向外输出功率，即 yTu < 0，只要这部分能量不超过之前已
经输入或储存的能量。比如电容先被充电，之后放电时端口功率可以为负。

旋转机械例子。 作者给出 rotating machine 的例子：
• 输入：轴 torque τ(t)，单位 N·m。
• 输出：角速度 ω(t)，单位 rad/s。弧度 dimensionless，因此单位可看作 1/s。
机械功率：

p(t) = τ(t)ω(t).

单位：

N·m · 1
s
=

J
s
= W.

这说明 passivity不限于电路。只要输入输出乘积具有功率结构，就能用同一
数学理论。

关键抽象：伪能量。 后面的理论其实不需要这个 “energy” 是真实物理能量。我
们可以把

yTu

当成数学供给率。只要它满足合适不等式，就能推出稳定性。于是可以定义
任意 supply rate：

w(u, y).

本书尤其关注二次型：

w(u, y) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.
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二次型供给率的维度检查。 设

y ∈ Rp, u ∈ Rm.

则：

Q ∈ Rp×p, S ∈ Rp×m, R ∈ Rm×m.

检查 yTQy：

yT ∈ R1×p, Q ∈ Rp×p, y ∈ Rp×1.

所以

yTQy ∈ R1×1.

检查 yTSu：

yT ∈ R1×p, S ∈ Rp×m, u ∈ Rm×1.

所以

yTSu ∈ R1×1.

检查 uTRu：

uT ∈ R1×m, R ∈ Rm×m, u ∈ Rm×1.

所以也是标量。

相对 Willems 的两点不同。 第一点：Willems 从内部 storage function 定义
dissipativity。Moylan 先定义输入输出性质，再推出 storage function。这在工程
上很重要，因为很多时候我们只有输入输出模型，不知道内部状态。第二点：本
书主要研究 quadratic supply rates。一般 w(u, y) 更广泛，但二次型能带来：

• 代数矩阵不等式。
• Riccati 方程。
• 频域圆判据。
• 小增益和无源定理统一。

小结与辨析。 第一，把 dissipativity 等同于真实热耗散。本文允许伪能量。第
二，以为 yTu ≥ 0 必须逐点成立。passivity 要求积分从初始时刻到任意 T 非负。
第三，忽视初始储能。若系统一开始有储能，外部 passivity 需要修正为 internal
passivity。
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1.2.2 动态系统的输入输出表示

建立系统的抽象表示：

y = Gu.

这里需要明确：G 是把一条输入信号映射为一条输出信号的算子，而不是普
通数值函数；同时还要区分无记忆性、因果性和信号空间。

系统作为算子。 输入 u 是一个完整信号，不是某一时刻的数值。输出 y 也是完
整信号。系统 G 把整条输入信号映射为整条输出信号：

G : u 7→ y.

写作

y = Gu.

若 G 非线性，通常写

y = G(u).

作者为了简洁常写 Gu，但不意味着 G 一定线性。

线性系统和非线性系统。 如果 G 线性，则满足叠加性：

G(au1 + bu2) = aG(u1) + bG(u2).

例如线性时不变系统满足 convolution：

y(t) =

∫ t

0

g(t− τ)u(τ)dτ.

非线性系统不满足叠加。例如：

y(t) = u(t)2.

检查线性性：

G(u1 + u2) = (u1 + u2)
2 = u21 + 2u1u2 + u22,

而

G(u1) +G(u2) = u21 + u22.

二者相差 2u1u2，所以非线性。
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信号是时间函数，但不只限于时间函数。 多数控制系统中：

u(t), y(t)

是时间函数。t可以是连续时间，也可以是离散时间索引。图像处理信号可能
定义在二维空间上：

u(x1, x2).

电磁场信号可能定义在空间和时间上：

E(r, t), H(r, t).

因此理论上需要 signal space，即所有允许信号组成的空间。

输入输出划分的任意性。 不一定非要把外部变量分成输入和输出。更一般的 be-
havioral approach 可以只讨论所有变量的约束关系。但传统系统理论通常把系统
看成 input-output map，所以本书沿用 y = Gu。工程上，输入输出选择可能是
人为的。例如电路端口：

• 选择电流输入、电压输出：y = Zu，其中 Z 是阻抗。
• 选择电压输入、电流输出：y = Y u，其中 Y 是导纳。
两种模型描述同一个物理端口，但系统算子不同。

单值性假设。 写 y = Gu 暗示每个 u 有唯一 y。更一般地，系统可以是关系：

G ⊂ U × Y,

允许一个输入对应多个输出。比如含滞回或非唯一解的微分包含系统。作者
不采用这种更一般模型，因为 y = Gu 可读性更好。

memoryless。 系统 memoryless，若

y(t) 只依赖u(t).

例子：

y(t) = tanh(u(t)).

这没有动态记忆。非 memoryless 例子：

ẋ(t) = −x(t) + u(t), y(t) = x(t).

这里 y(t) 依赖过去输入，因为状态 x(t) 是过去输入累积的结果。
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causal。 系统 causal，若当前输出只依赖过去和现在输入：

y(t) depends only on u(τ), τ ≤ t.

非因果例子：

y(t) = u(t+ 1).

它需要未来输入 u(t+ 1)，物理上不能实时实现。第 2 章会把因果性写成：

PTG = PTGPT .

本节在全书中的作用。 后面所有定义都以 y = Gu 为约束。尤其是耗散不等式：∫ T

0

w(u(t), y(t))dt ≥ 0

不是对任意独立的 u, y 成立，而是对满足

y = Gu

的输入输出对成立。

1.2.3 无源性的外部定义

把 passivity 从 “电路没有源” 变成严格输入输出不等式，并说明为什么必须
对任意有限时间区间成立。

电气 n-port 模型。 作者考虑一个电气 n-port circuit。设：

u(t) =

u1(t)...
un(t)


是端口电压向量，

y(t) =

y1(t)...
yn(t)


是端口电流向量。在合适符号约定下，流入电路的总功率为

p(t) =
n∑

i=1

ui(t)yi(t).

用矩阵写：
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p(t) = y(t)Tu(t).

注意 yTu = uT y，因为二者都是同一个标量。

能量输入。 从 t0 到 t1：

E(u, t0, t1) =

∫ t1

t0

y(t)Tu(t) dt.

逐步解释：
1. y(t)Tu(t) 是时刻 t 的功率。
2. dt 是很小时间长度。
3. y(t)Tu(t)dt 是这小段时间输入的能量。
4. 积分把所有小段能量相加。

外部 passivity 定义。 无初始储能时，passive system 满足：

E(u, t0, t1) ≥ 0

对任意输入历史 u 和任意 t1 ≥ t0 成立。若系统 time-invariant，起点可设为
0：

E(u, 0, T ) =

∫ T

0

y(t)Tu(t) dt ≥ 0, ∀T ≥ 0.

为什么不能用 ∞ 代替所有 T。 假设只要求∫ ∞

0

yTu dt ≥ 0.

这允许下面的情形： ∫ 1

0

yTu dt = −10,

∫ ∞

1

yTu dt = +11.

总和为 +1，但系统在前 1 秒净输出了 10 单位能量。如果初始没有储能，这
是不允许的。因此 passivity 必须要求每个有限 T：∫ T

0

yTu dt ≥ 0.
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ultimately passive / cyclopassive 的伏笔。 只看最终总能量的条件更弱。作
者说后面会把这类性质叫 ultimately passive 或 cyclopassive。这为第 2 章 UVD
和第 3 章 cyclodissipativity 埋下伏笔。

1.2.4 把初始储能写入账本

处理初始储能问题，引入 internal passivity。

为什么 external passivity 不够。 如果电容在 t = 0 前已经充电，那么即使电
路由无源元件组成，也可以在 t = 0 后向外部释放能量。此时∫ T

0

yTu dt

可能为负。这不说明电路有源，而是说明初始状态中已有能量。

储能函数。 引入状态 x(t) 和储能函数：

ϕ : X → R.

ϕ(x) 表示状态 x 中存储的能量或伪能量。
如果是真实电路：

• 电容状态可能是电压。
• 电感状态可能是电流。
• ϕ 是所有电容电感储能之和。

internal passivity 不等式。 能量账本：

初始储能+外部输入能量 ≥最终储能.

数学式：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

y(t)Tu(t) dt ≥ ϕ(x(t1)).

若把 dissipated energy 写出来：

D(t0, t1) = ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTu dt− ϕ(x(t1)).

internal passivity 等价于

D(t0, t1) ≥ 0.
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因子 2 的细节。 后面常用

2yTu

作为 passivity 的供给率。如果原物理储能是 Ephys，则数学储能可取

ϕ = 2Ephys.

因为不等式乘以正数 2 不改变非负性：∫
yTu dt ≥ 0 ⇐⇒

∫
2yTu dt ≥ 0.

1.2.5 无源性与稳定性的联系

说明 passivity 为什么能推出稳定，但必须小心边界情形。

输入输出稳定直觉。 系统不稳定的直觉是：有界输入导致无界输出。passive sys-
tem不能自己产生能量，因此输出能量应该受输入能量限制。不过，普通 passivity
只说系统不净产生能量，不保证能量被耗散掉。无损系统可以一直振荡。

strong passivity 的必要性。 考虑理想 LC 电路，没有电阻。它是 passive，因
为没有能量源。但它可以持续振荡，所以不渐近稳定。要得到衰减，需要某种严
格耗散，例如电阻。数学上，后文会用 OSP/ISP/VSP 表达这种严格性。

Lyapunov 伪能量。 Lyapunov 函数 V (x) 不要求是真实物理能量。只要：

V (x) > 0 for x 6= 0, V (0) = 0,

且零输入下

V (x(t1)) ≤ V (x(t0)),

就能证明稳定。若还能证明只有 x = 0 能让 V 不下降，则可证明渐近稳定。
storage function ϕ 就是耗散理论中的 Lyapunov 候选。

互联伏笔。 作者说 passive circuits 的互联仍 passive。这个事实非常强：复杂电
路可以由简单无源元件组成，而整体无源性自动成立。后面第 6 章把这个思想推
广到一般 (Q,S,R) dissipative subsystems。

1.2.6 有限增益系统

定义 finite gain，并详细推导它对应 (−I, 0, k2I) dissipativity。
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截断信号。 给定 T，定义

uT = PTu.

具体：

uT (t) =

{
u(t), 0 ≤ t < T,

0, t ≥ T.

同理

yT = PT y.

截断的意义：只看系统到时间 T 之前的行为。

finite gain 定义。 存在常数 k ≥ 0，使

‖yT ‖ ≤ k‖uT ‖

对所有输入 u 和所有 T ≥ 0 成立。这个定义中的 k 是统一常数，不允许随
T 变。如果 k 可以随 T 变，那么长期增长的系统也可能在每个有限 T 有某个局
部界，稳定性就失去意义。

用 L2 范数展开。 若

‖yT ‖2 =
∫ T

0

y(t)T y(t) dt,

‖uT ‖2 =
∫ T

0

u(t)Tu(t) dt,

finite gain：

‖yT ‖ ≤ k‖uT ‖.

因为两边非负，平方不改变方向：

‖yT ‖2 ≤ k2‖uT ‖2.

代入积分： ∫ T

0

yT y dt ≤ k2
∫ T

0

uTu dt.

把左边移到右边：
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0 ≤ k2
∫ T

0

uTu dt−
∫ T

0

yT y dt.

合并成一个积分：

0 ≤
∫ T

0

(k2uTu− yT y)dt.

写成标准顺序： ∫ T

0

(−yT y + k2uTu)dt ≥ 0.

对比二次供给率：

yTQy + 2yTSu+ uTRu.

逐项匹配：

yTQy = −yT y ⇒ Q = −I,

2yTSu = 0 ⇒ S = 0,

uTRu = k2uTu⇒ R = k2I.

因此 finite gain 是

(−I, 0, k2I)

dissipativity。

稳定性问题。 如果 finite gain 被定义为 input-output stability，那么 finite gain
推出 input-output stability 是定义本身。更有趣的问题是：

1. finite gain 是否推出内部状态稳定？
2. finite gain 系统互联后是否仍 finite gain？
第 6 章会处理这类问题。

1.2.7 从无源性推广到耗散性

把 passivity、finite gain、Nyquist 小增益、conicity 统一为 (Q,S,R) dissi-
pativity。
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Nyquist 直觉。 单环反馈中，Nyquist 判据大意是：环路增益到达临界点 −1 时
会发生不稳定。若使用负反馈，−1 对应幅值 1 和相位 180◦。小增益定理避免不
稳定的方式是：让环路增益幅值始终小于 1。

passivity 避免不稳定的方式是：控制相位。线性 passive system 的相位位于
−90◦ 和 +90◦ 之间，两个 passive systems 串联总相位位于 −180◦,+180◦ 之间。
加严格性后可避免刚好落在危险边界。

conicity 的动机。 小增益只看幅值，passivity 主要看相位。自然问题：能不能
允许幅值和相位 trade off？Zames 的 conicity 就是这样的中间性质。对线性系统，
conicity 可解释为 transfer function 的 Nyquist 图避开某个圆。一个极端是圆心
在原点，对应有限增益；另一个极端是圆退化成直线，对应 passivity。

finite gain 写成积分。 从 1.6 得到：∫ T

0

(−yT y + k2uTu)dt ≥ 0.

这可写为 ∫ T

0

(
yT (−I)y + 2yT 0u+ uT (k2I)u

)
dt ≥ 0.

所以是 (−I, 0, k2I) dissipativity。

passivity 写成积分。 passivity：∫ T

0

yTu dt ≥ 0.

乘以 2： ∫ T

0

2yTu dt ≥ 0.

写成二次供给率：

Q = 0, S = I, R = 0.

因为

yT 0y + 2yT Iu+ uT 0u = 2yTu.
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一般二次供给率。 统一写作：∫ T

0

(
yTQy + 2yTSu+ uTRu

)
dt ≥ 0.

其中 Q,R 对称。若不对称，只取对称部分也不改变二次型：

yTQy = yT
(
Q+QT

2

)
y.

什么样的 (Q,S,R) 有意义。 若

S = 0, Q > 0, R > 0,

则

yTQy + uTRu ≥ 0

对任何 u, y 都成立。这样任何系统都 dissipative，条件没有区分能力。真正
有意义的是：

1. 若 u, y 可独立选择，供给率有时可为负。
2. 但系统约束 y = Gu 使得沿真实输入输出轨迹积分非负。
这就是 “系统性质” 而不是 “矩阵性质”。

本章小结。 Chapter 1 完成了从物理电路到抽象二次耗散的路线：

电路功率vT i→控制供给率yTu→二次供给率yTQy + 2yTSu+ uTRu.

下一章将把这些直觉变成严格定义：信号空间、截断、因果性、dissipativity、
UVD 和 weak dissipativity。
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t

T

u(t)

PTu(t)

只保留 [0, T ] 内信号，耗散不等式必须对每个 T 成立

图 2.1 截断算子 PT：耗散性必须对任意有限时间窗口成立。

本章把上一章的能量直觉变成可计算的输入输出定义。关键工具是信号空间、
扩展信号空间、截断算子和截断内积。初学者容易忽略这些对象，以为耗散性只是
一个积分不等式；实际上，正是这些对象保证了“不看未来”“任意有限时间”“输
入输出成对出现”等条件被严格写进理论。

定义 2.1（截断内积）. 对信号 f, g，定义

〈f, g〉T :=

∫ T

0

f(t)T g(t) dt.

若 PT 表示把 T 之后的信号置零，则 〈f, g〉T = 〈PT f, PT g〉。

定义 2.2（(Q,S,R)-耗散性）. 系统 G 称为关于 (Q,S,R) 耗散，若对每个合法
输入 u、对应输出 y = Gu 和每个 T ≥ 0，都有

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

这里的 u, y 不是相互独立的变量，而必须满足系统关系 y = Gu。

2.1 信号空间、截断与外部耗散定义

2.1.1 本章概览

第 1 章给出了物理动机：从 passivity 到 dissipativity。第 2 章开始做严格数
学定义。为了定义 “系统是 (Q,S,R) dissipative”，我们必须先说清楚：

1. 输入输出信号属于什么空间。
2. 什么叫内积和范数。
3. 什么叫截断信号。
4. 什么叫因果系统。

17
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5. 为什么要引入扩展空间 Ue, Ye。
6. 完整 dissipativity、UVD、weak dissipativity 有什么区别。
本节只有一句话式 overview：耗散性不是直接写一个积分就完了。积分是否

有意义，取决于信号空间和内积的定义。

2.1.2 数学环境

建立后续所有不等式使用的数学环境：linear space、normed linear space、
inner product space、adjoint、positive definite operator、causal truncation。

线性空间。 线性空间 V 是一组对象，称为向量。它允许两个操作：
1. 向量加法：若 v1, v2 ∈ V，则 v1 + v2 ∈ V。
2. 标量乘法：若 v ∈ V、α ∈ F，则 αv ∈ V。
这里 F 是 field，例如实数域 R 或复数域 C。在系统理论里，向量不一定是

有限维列向量，也可以是函数。例如一个输入信号 u(t) 本身就是函数空间中的一
个向量。

范数。 范数是衡量向量大小的函数：

‖ · ‖ : V → R≥0.

它满足三条性质。第一，非负性和定性：

‖v‖ ≥ 0,

并且

‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0.

第二，齐次性：

‖αv‖ = |α|‖v‖.

第三，三角不等式：

‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖+ ‖v2‖.

控制中的 finite gain 就是用范数比较输出大小和输入大小。

内积。 内积是两个向量的标量函数：

〈x, y〉.

原文采用的约定是对第二个变量线性：
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〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉,

〈x, αy〉 = α〈x, y〉.

共轭对称：

〈y, x〉 = 〈x, y〉∗.

正定性：

〈x, x〉 ≥ 0,

〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

诱导范数。 内积诱导范数：

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

PDF抽取文本把根号丢了，标准公式必须有平方根。原因是若在欧氏空间中

〈x, x〉 = xTx = x21 + · · ·+ x2n,

那么通常范数是

‖x‖ =
√
x21 + · · ·+ x2n.

如果不取平方根，齐次性会变成 ‖αx‖ = α2‖x‖，不满足范数定义。

伴随算子。 线性算子 Q 的 adjoint Q∗ 定义为：

〈Q∗x, y〉 = 〈x,Qy〉.

实有限维矩阵中，若内积是 xT y，则 Q∗ = QT。验证：

〈QTx, y〉 = (QTx)T y = xTQy = 〈x,Qy〉.

复矩阵中，伴随是共轭转置：

Q∗ = Q
T
.
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self-adjoint、nonnegative definite、positive definite。 若

Q∗ = Q,

则 Q self-adjoint。实矩阵里就是对称矩阵。写

Q ≥ 0

表示

〈y,Qy〉 ≥ 0, ∀y.

这叫 nonnegative definite。若

〈y,Qy〉 > 0, ∀y 6= 0,

则 Q > 0，叫 positive definite。类似地：

Q < 0

表示

〈y,Qy〉 < 0, ∀y 6= 0.

L2 内积。 连续时间常用信号空间是 L2[0,∞)，其内积为

〈f, g〉 =
∫ ∞

0

f(t)T g(t) dt.

如果 f, g 是向量函数，先在每个时间点做点积：

f(t)T g(t) =
n∑

i=1

fi(t)gi(t),

再对时间积分。对应范数：

‖f‖2 =

√∫ ∞

0

f(t)T f(t) dt.

离散时间对应：

〈f, g〉 =
∞∑
k=0

f(k)T g(k),

‖f‖2 =

√√√√ ∞∑
k=0

f(k)T f(k).
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时间线。 作者提醒，时间线通常是：

[0,∞)

或离散版本：

{0, 1, 2, . . .}.

有些理论也使用

(−∞,∞).

本书大多使用从 0 开始的半无限时间线。

因果截断算子 PT。 定义：

(PT f)(t) =

{
f(t), t < T,

0, t ≥ T.

这叫 causal truncation，因为它保留 T 之前的信号，抹掉 T 之后的未来。

PT 是投影。 投影要求：

P 2
T = PT .

验证：对任意 t < T，

(PT f)(t) = f(t).

再截断一次：

(PT (PT f))(t) = (PT f)(t) = f(t).

对任意 t ≥ T，

(PT f)(t) = 0.

再截断：

(PT (PT f))(t) = 0.

所以对所有 t，

PT (PT f) = PT f.
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PT 自伴。 在 L2 内积下：

〈PTx, y〉 =
∫ ∞

0

(PTx)(t)
T y(t) dt.

由于 PTx(t) = 0 for t ≥ T，积分变成∫ T

0

x(t)T y(t) dt.

另一方面：

〈x, PT y〉 =
∫ ∞

0

x(t)T (PT y)(t) dt =

∫ T

0

x(t)T y(t) dt.

因此

〈PTx, y〉 = 〈x, PT y〉.

所以

P ∗
T = PT .

截断内积。 定义：

〈x, y〉T = 〈PTx, PT y〉.

利用自伴和投影性质：

〈PTx, PT y〉 = 〈x, PT (PT y)〉 = 〈x, PT y〉.

又因为 P ∗
T = PT：

〈x, PT y〉 = 〈PTx, y〉.

所以

〈x, y〉T = 〈PTx, PT y〉 = 〈PTx, y〉 = 〈x, PT y〉.

因果性精确定义。 系统 causal 若

PTG = PTGPT .

对任意输入 u：左边：

PTGu

表示完整输入 u 产生输出 Gu，再保留 T 之前输出。右边：
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PTGPTu

表示先把 u 的未来截掉，再通过系统，再保留 T 之前输出。若二者相等，说
明 T 之前的输出不依赖 T 之后的输入。

memoryless 和 anticausal。 anticausal 表示时间反向意义下 causal，即输出
只依赖未来输入。memoryless可看作同时 causal和 anticausal：它既不依赖未来，
也不依赖过去，只依赖当前。

2.1.3 信号空间

解释为什么不能只把系统定义为 G : U → Y，而需要扩展空间 Ue, Ye。

小信号空间的问题。 如果 U = L2[0,∞)，那么正弦信号

u(t) = sin t

不属于 U，因为 ∫ ∞

0

sin2 t dt = ∞.

但正弦输入在频域分析里必不可少。另一个问题是，不稳定系统可能把 u ∈ U

映射成 y /∈ Y。如果一开始就要求 G : U → Y，不稳定系统反而无法被描述。

扩展输入空间。 定义

Ue = {u : PTu ∈ U for all T}.

也就是说，u 的每个有限时间截断都属于小信号空间 U，但 u 本身可以不属
于 U。对输出：

Ye = {y : PT y ∈ Y for all T}.

系统现在定义为

G : Ue → Ye.

小信号空间和稳定性。 小信号空间 U, Y 仍然重要，因为稳定性定义要问：如果
输入小，即 u ∈ U，输出是否也小，即 Gu ∈ Y？定义：

K(G) = {u ∈ U : Gu ∈ Y }.

如果
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K(G) = U,

则系统 input-output stable。如果

K(G) 6= U,

则存在 u ∈ U 使 Gu /∈ Y，系统 input-output unstable。

time invariance。 作者本书只考虑 time-invariant systems。时不变意味着输入
延迟多少，输出也延迟多少，系统本身规律不随时间改变。时变系统可以扩展处
理，但符号和定理会复杂得多。

2.1.4 耗散性的定义

正式定义 (Q,S,R) dissipativity。

定义前的对象。 系统：

y = Gu.

输入：

u ∈ Ue.

输出：

y = Gu ∈ Ye.

算子：
• Q：作用在输出空间。
• S：从输入空间映到输出相关交叉项。
• R：作用在输入空间。
其中 Q,R self-adjoint。

定义。 系统是 (Q,S,R) dissipative，若

〈Gu,QGu〉T + 2〈Gu, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0

对所有 u ∈ Ue、所有 T 成立。因为 y = Gu，写成：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.
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连续时间展开。 若内积为 L2 截断内积：

〈y,Qy〉T =

∫ T

0

y(t)TQy(t) dt.

〈y, Su〉T =

∫ T

0

y(t)TSu(t) dt.

〈u,Ru〉T =

∫ T

0

u(t)TRu(t) dt.

所以： ∫ T

0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
dt ≥ 0.

为什么不能任意选 u, y。 如果 u 和 y 可以独立选择，那么很多 (Q,S,R) 会让不
等式失败。但系统耗散性只要求在系统约束

y = Gu

下成立。这个约束是核心。例如 finite gain 中：

−yT y + k2uTu

对任意独立 u, y 不一定非负；如果 y 特别大而 u = 0，它为负。但对一个增
益小于 k 的系统，y 不能独立变大，因此积分非负。

和Willems的不同。 Willems的 supply rate可以是更一般函数 w(u, y)。Moylan
选择二次型：

w(u, y) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

牺牲一般性，换来显式矩阵和频域结果。

2.1.5 最终虚耗散性与弱耗散性

定义两个弱于 dissipativity 的性质：UVD 和 weak dissipativity。它们在后
面不稳定和非零初态分析中很重要。

UVD 定义。 系统是 (Q,S,R) ultimately virtually dissipative，若

〈Gu,QGu〉+ 2〈Gu, Su〉+ 〈u,Ru〉 ≥ 0

对所有
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u ∈ K(G)

成立。这里没有下标 T，表示使用完整内积，而不是截断内积。

为什么 UVD 更弱。 完整 dissipativity 要求：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0

对所有 T、所有 u ∈ Ue 成立。UVD 只要求：
1. 对 u ∈ K(G)，即小输入且输出也小的输入。
2. 对完整时间内积。
3. 不要求每个有限截断 T。
所以 dissipativity 推出 UVD，但 UVD 不推出 dissipativity。

weak dissipativity 定义。 系统 weakly dissipative，若存在常数 β，使

〈Gu,QGu〉T + 2〈Gu, Su〉T + 〈u,Ru〉T + β ≥ 0

对所有 u ∈ Ue、所有 T 成立。

β 的物理意义。 从非零初始状态出发时，系统可能释放初始储能。若初始储能为
ϕ(x0)，内部耗散不等式：

ϕ(x0) + E(x0, u, 0, T ) ≥ ϕ(x(T )).

若 ϕ(x(T )) ≥ 0，则

E(x0, u, 0, T ) + ϕ(x0) ≥ 0.

这与 weak dissipativity 相同：

E + β ≥ 0,

其中

β = ϕ(x0).

为什么 UVD 与 instability 有关。 后面第 7 章会证明，在 Q ≤ 0 和 causality
条件下，如果系统 UVD 但不是 dissipative，那么它必须 input-output unstable。
直觉是：系统最终总账看起来不亏，但某些有限时间截断可能透支能量，这种透
支对应不稳定行为。
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外部耗散性
输入输出积分不等式

存储函数
ϕa, ϕr, V

Lyapunov 证明
稳定与渐近稳定

可达性/可控性 非负性 + 耗散

推出内部耗散

图 3.1 外部耗散性、可达性与存储函数之间的桥梁。

输入输出定义只看端口信号，状态空间定义则引入系统内部的“能量账本”。
本章说明二者不是两套割裂理论：在适当可达性假设下，外部耗散性会导出存储
函数；有了存储函数，也能直接推出内部耗散不等式。

定义 3.1（存储函数）. 函数 ϕ : X → R 称为存储函数，若它满足非负性并且沿
任意轨迹满足

ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)) ≤
∫ t1

t0

w(u(t), y(t)) dt.

若暂不要求 ϕ ≥ 0，则称为虚存储函数。

评注 3.2（从积分到账本）. 上述不等式等价于“初始储能 + 外部供给 ≥ 最终储
能”。这一定义允许系统短时间向外输出能量，但输出必须由初始储能或此前输入
支付。

3.1 存储函数与内外耗散性的桥梁

3.1.1 作为状态空间性质的耗散性

第 2 章把 dissipativity 定义成输入输出性质：∫ T

0

w(u(t), y(t))dt ≥ 0.

第 3 章要回答：如果系统有状态 x，这个外部不等式能不能写成内部储能不
等式？内部形式是：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(u(t), y(t))dt ≥ ϕ(x(t1)).

本节只是章节导入，但它是全书关键转折：从 input-output theory进入 state-
space theory。

为什么这个转折重要。 输入输出不等式适合黑箱系统。状态空间储能函数适合
Lyapunov 稳定证明。若能证明二者等价，我们就能用输入输出性质推出状态稳
定。这正是后面第 6 章稳定性定理的基础。

27
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3.1.2 状态空间模型

定义状态空间模型、transition map、readout map、reachable/controllable
states、能量函数 E，以及 cyclodissipativity。

状态的意义。 输入输出模型 y = Gu把整个过去输入历史折叠进算子 G。状态空
间模型则引入 x(t)，让 x(t)记录 “为了预测未来所需的过去信息”。也就是说，若
知道当前状态 x(t) 和未来输入 u(τ), τ ≥ t，就能决定未来输出。

transition map。 作者定义 transition map：

ψ(t0, t1, x0, u).

含义：
• 初始时间：t0。
• 终止时间：t1。
• 初始状态：x(t0) = x0。
• 输入历史：u。
• 输出：终止状态 x(t1)。
所以

x(t1) = ψ(t0, t1, x0, u).

transition map 的性质。 初态一致性：

ψ(t0, t0, x0, u) = x0.

因为没有经过时间，状态不变。因果性：若 u1, u2 在 [t0, t1] 上相同，则

ψ(t0, t1, x0, u1) = ψ(t0, t1, x0, u2).

终止状态不能依赖 t1 之后的未来输入。半群性质：

ψ(t1, t2, ψ(t0, t1, x0, u), u) = ψ(t0, t2, x0, u).

逐步解释：
1. 从 t0 到 t1，状态变为 ψ(t0, t1, x0, u)。
2. 以这个状态为初态，从 t1 到 t2。
3. 结果应等于直接从 t0 到 t2。
无偏性：

ψ(t0, t, 0, 0) = 0.

零输入零初态保持零状态。时不变性：时间整体平移不改变系统行为。
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readout map。 输出由

y(t) = r(x(t), u(t))

给出。这里 r 是 readout map。它只依赖当前状态和当前输入，不显式依赖
过去输入，因为过去已经由 x(t) 编码。

零初态输入输出模型与非零初态模型。 若只说 y = Gu，通常默认系统从标准静
止状态开始，即 x(0) = 0。若允许任意初态 x0，更准确的写法是

y = G(x0)u.

这里 G(x0) 是一族输入输出算子，按初态参数化。这解释了第 2 章 weak
dissipativity：若 G(0) dissipative，非零初态 G(x0) 通常只 weakly dissipative。

controllable 和 reachable。 controllable at t0：状态 x0 能在未来被驱动到 0。
存在 t1 ≥ t0 和输入 u，使

ψ(t0, t1, x0, u) = 0.

reachable at t0：状态 x0 能从过去的零状态到达。存在 t−1 ≤ t0 和输入 u，
使

ψ(t−1, t0, 0, u) = x0.

线性有限维时，reachability 和 controllability 在很多标准条件下等价；一般
非线性系统不等价。

能量输入函数 E。 连续时间：

E(x0, u, y, t0, t1) =

∫ t1

t0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
dt.

这里 x0 被列入参数，因为非零初态会影响同一个输入 u 产生的输出 y。离
散时间：

E(x0, u, y, t0, t1) =

t1−1∑
t=t0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
.

为什么离散时间求和不到 t1。 需要时间分解：

E(x0, u, y, t0, t2) = E(x0, u, y, t0, t1) + E(x(t1), u, y, t1, t2).
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如果第一段求和包含 t1，第二段也包含 t1，则 t1 的供给率被计算两次。为
了避免双重计数，离散求和到 t1 − 1。连续时间单点不影响普通积分，所以问题
不明显；但若有冲激项，仍要小心 “到但不包括终点” 的约定。

external dissipativity。 零初态 external dissipativity：

E(0, u, y, 0, T ) ≥ 0, ∀u, ∀T ≥ 0.

这里 x(0) = 0。

cyclodissipativity。 系统 G(0) cyclodissipative，若

E(0, u, y, 0, T ) ≥ 0

对所有使

x(T ) = 0

的输入成立。也就是说，只要求从零状态出发又回到零状态的 “循环轨迹”供
给非负。因为只检查循环，所以比 dissipativity 弱。

3.1.3 存储函数

定义 virtual storage function、storage function、required supply、available
storage，并证明它们的基本关系。

virtual storage function。 函数

ϕ : X → R
是 virtual storage function，若

ϕ(0) = 0

且对所有 t1 ≥ t0、所有初态 x(t0)、所有输入 u，有

ϕ(x(t0)) + E(x(t0), u, y, t0, t1) ≥ ϕ(x(t1)).

它是 “virtual” 的原因：不要求 ϕ(x) ≥ 0。因此它可以取负值，不一定像真
实能量。

storage function。 若 virtual storage function 还满足

ϕ(x) ≥ 0, ∀x ∈ X,

则称为 storage function。storage function 才能被直接看作 Lyapunov-like
energy。
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required supply ϕr。 定义：

ϕr(x0) = infE(0, u, y, t−1, t0),

约束：

x(t−1) = 0, x(t0) = x0.

解释：从零状态到 x0 的所有可行路径中，供给量的最小值。如果 x0 不 reach-
able，则没有可行路径，作者约定 inf 为 +∞。

virtual available storage ϕ∗
a。 定义：

ϕ∗
a(x0) = − infE(x0, u, y, t0, t1),

约束：

x(t0) = x0, x(t1) = 0.

解释：从 x0 回到零状态时，系统最多能向外 “交出” 多少供给。因为 E 是
输入给系统的供给，若 E 很负，代表系统向外释放很多供给。取负号后成为可用
储能。

available storage ϕa。 定义：

ϕa(x0) = − infE(x0, u, y, t0, t1),

但最终状态不约束。区别：
• ϕ∗

a：最终必须到 0。
• ϕa：最终状态任意。
由于 ϕa 优化约束更少，所以

ϕa(x) ≥ ϕ∗
a(x)

通常成立。

引理 1。 引理 1 说：
1. 若 x0 reachable，则 ϕr(x0) <∞。
2. 若 x0 controllable，则 ϕ∗

a(x0) > −∞。
这是直接由定义得到。reachable 保证至少有一条路径从 0 到 x0，所以 re-

quired supply 不会因为无路径而是 +∞。controllable 保证至少有路径从 x0 到
0。
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引理 2 逐步证明。 假设系统 cyclodissipative。取一个状态 x0，假设它 reachable
且 controllable。则存在轨迹：

0 → x0 → 0.

把总时间分成两段：第一段能量：

E1 = E(0, u, y, t−1, t0).

第二段能量：

E2 = E(x0, u, y, t0, t1).

因为整条轨迹从 0 回到 0，cyclodissipativity 给出

E1 + E2 ≥ 0.

移项：

E1 ≥ −E2.

对第一段所有可行路径取 inf：

infE1 = ϕr(x0).

对第二段所有可行路径取 inf：

infE2 = −ϕ∗
a(x0).

直观地，把 E1 + E2 ≥ 0 在最优意义下写成：

ϕr(x0)− ϕ∗
a(x0) ≥ 0.

所以

ϕr(x0) ≥ ϕ∗
a(x0).

特别地，对 x0 = 0，零输入零轨迹给出供给 0，所以

ϕr(0) ≤ 0,

同时

ϕ∗
a(0) ≥ 0.

又有

ϕr(0) ≥ ϕ∗
a(0).
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三者合并，只能是

ϕr(0) = ϕ∗
a(0) = 0.

引理 3 逐步证明。 假设系统 dissipative。取从 0 到 x0，再从 x0 到任意最终状
态的轨迹。因为系统从零初态出发完整 dissipative，对任意最终状态：

E1 + E2 ≥ 0.

同理可得

ϕr(x0) ≥ ϕa(x0).

再证明 ϕa(x0) ≥ 0。根据定义：

ϕa(x0) = − inf
u,t1

E(x0, u, y, t0, t1).

允许选择 t1 = t0，此时积分区间为空：

E(x0, u, y, t0, t0) = 0.

所以 inf 至少不大于 0：

infE ≤ 0.

两边乘以负号，方向反转：

− infE ≥ 0.

即

ϕa(x0) ≥ 0.

因此

ϕr(x) ≥ ϕa(x) ≥ 0.

引理 4：这些候选函数真的是储能函数。 以 ϕr 为例。要证明：

ϕr(x0) + E(x0, u, y, t0, t1) ≥ ϕr(x1).

根据 ϕr(x1)的定义，它是从 0到 x1 的最小供给。如果我们选一条从 0到 x0
的路径，再接上一条从 x0 到 x1 的路径，那么这是一条从 0 到 x1 的可行路径。
因此
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ϕr(x1) ≤ E(0 → x0) + E(x0 → x1).

对从 0 到 x0 的第一段取 inf：

ϕr(x1) ≤ ϕr(x0) + E(x0 → x1).

移项得到：

ϕr(x0) + E(x0 → x1) ≥ ϕr(x1).

这正是 storage inequality。

3.1.4 外部耗散与内部耗散的关系

给出本章最重要的等价定理：external dissipativity 与存在 storage function
等价。

定理 1陈述。 系统 dissipative当且仅当存在 storage function ϕ，且对所有 reach-
able 状态：

0 ≤ ϕ(x) <∞.

dissipative 推出 storage function。 若系统 dissipative，上一节引理 3和引理
4 已经证明 ϕa 和 ϕr 都是 storage functions，且有非负性和有限性条件。

storage function 推出 dissipative。 假设存在 storage function ϕ。从零状态
开始：

x(t0) = 0.

storage inequality：

ϕ(x(t0)) + E(x(t0), u, y, t0, t1) ≥ ϕ(x(t1)).

代入 x(t0) = 0：

ϕ(0) + E(0, u, y, t0, t1) ≥ ϕ(x(t1)).

由定义：

ϕ(0) = 0.

所以
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E(0, u, y, t0, t1) ≥ ϕ(x(t1)).

因为 ϕ 是 storage function：

ϕ(x(t1)) ≥ 0.

因此

E(0, u, y, t0, t1) ≥ 0.

这就是 external dissipativity。

非零初态和 weak dissipativity。 若初始状态为 x0，storage inequality：

ϕ(x0) + E(x0, u, y, t0, t1) ≥ ϕ(x(t1)).

因为 ϕ(x(t1)) ≥ 0，所以

ϕ(x0) + E(x0, u, y, t0, t1) ≥ 0.

写成：

E(x0, u, y, t0, t1) + β ≥ 0, β = ϕ(x0).

这正是第 2 章 weak dissipativity 的解释。

定理 2。 系统 cyclodissipative 当且仅当存在 virtual storage function ϕ，并在
既 controllable 又 reachable 的状态上有限。证明方向和定理 1 类似。关键差别
是：virtual storage function 不要求非负，因此只能推出闭合轨迹能量非负。若
x(t0) = x(t1) = 0，则

ϕ(0) + E ≥ ϕ(0).

两边减去 ϕ(0)：

E ≥ 0.

定理 3。 如果 G(0) cyclodissipative，那么 G(x0) 对任意可达且可控 x0 也 cy-
clodissipative。证明：对从 x0 出发又回到 x0 的轨迹，

ϕ(x0) + E ≥ ϕ(x0).

两边减去 ϕ(x0)：

E ≥ 0.

所以 cyclodissipativity 对循环初态不依赖具体 x0。
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定理 4：UVD 和 cyclodissipativity。 定理 4 需要两个条件：
1. 无偏性：零输入零初态保持零输出，即 G(0)0 = 0。
2. 一种 observability：若 u ∈ K(G(0))，零初态响应满足 x(t) → 0。

UVD 写成：

E(0, u, y, t0,∞) ≥ 0.

若输入让系统从 0 到 0，并且 t1 后输入为 0，则无偏性保证 t1 后状态输出
保持 0。因此

E(0, u, y, t0,∞) = E(0, u, y, t0, t1).

所以 UVD 推出 cyclodissipativity。反向：若 cyclodissipative，对任意 u ∈
K(G)，observability 给出 x(t) → 0。把 t1 → ∞，闭合条件在极限中满足，从而
得到 UVD。

3.1.5 存储函数的上下界

说明 storage functions 通常不唯一，但有最大最小边界。

定理 5：凸性。 若 ϕ1, ϕ2 是 storage functions，定义

ϕα = αϕ1 + (1− α)ϕ2, 0 ≤ α ≤ 1.

对 ϕ1：

ϕ1(x0) + E ≥ ϕ1(x1).

乘以 α：

αϕ1(x0) + αE ≥ αϕ1(x1).

对 ϕ2：

ϕ2(x0) + E ≥ ϕ2(x1).

乘以 1− α：

(1− α)ϕ2(x0) + (1− α)E ≥ (1− α)ϕ2(x1).

相加：

αϕ1(x0) + (1− α)ϕ2(x0) + E ≥ αϕ1(x1) + (1− α)ϕ2(x1).

所以
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ϕα(x0) + E ≥ ϕα(x1).

非负性也由凸组合保持。因此 ϕα 是 storage function。

定理 6：dissipative storage bounds。 任意 storage function ϕ 满足

0 ≤ ϕa(x) ≤ ϕ(x) ≤ ϕr(x).

上界：从 0 到 x：

ϕ(0) + E(0 → x) ≥ ϕ(x).

E(0 → x) ≥ ϕ(x).

对所有路径取 inf：

ϕr(x) ≥ ϕ(x).

下界：从 x 到任意最终状态：

ϕ(x) + E(x→ x1) ≥ ϕ(x1) ≥ 0.

所以

ϕ(x) ≥ −E(x→ x1).

对所有路径取最大可抽取供给：

ϕ(x) ≥ ϕa(x).

再由引理 3：

ϕa(x) ≥ 0.

定理 7：cyclodissipative bounds。 任意 virtual storage function 满足

ϕ∗
a(x) ≤ ϕ(x) ≤ ϕr(x).

证明和定理 6 类似，但下界只允许从 x 回到 0，所以出现 ϕ∗
a 而不是 ϕa。

3.1.6 正存储函数

讨论何时 storage function 正定，即

ϕ(x) > 0, x 6= 0.
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假设 1。 供给率 w(u, y) 满足：对任意 y 6= 0，存在 u = k(y)，且 k(0) = 0，使

w(k(y), y) < 0.

直觉：供给率不是自动非负的；只要输出非零，就可以选择输入让供给率为
负。

推导。 取输入

u(t) = k(y(t)).

storage inequality：

ϕ(x0) +

∫ t1

0

w(k(y(t)), y(t))dt ≥ ϕ(x(t1)).

因为 ϕ(x(t1)) ≥ 0：

ϕ(x0) ≥ −
∫ t1

0

w(k(y(t)), y(t))dt.

若 y(t) 6= 0 在某段时间存在，则

w(k(y(t)), y(t)) < 0

在那段时间成立，因此右侧严格正。若 y(t) = 0 对所有 t > 0，并且系统
observable，则初始状态只能是

x0 = 0.

所以若 x0 6= 0，必有

ϕ(x0) > 0.

3.1.7 无损系统

定义 lossless/cyclolossless，并证明 storage function 唯一。

定义。 cyclolossless 若存在 virtual storage function 使

ϕ(x(t0)) + E(t0, t1) = ϕ(x(t1))

对所有轨迹成立。若还满足

ϕ(x) ≥ 0,

则 lossless。
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定理 8。 lossless或 cyclolossless系统的 storage function或 virtual storage func-
tion 唯一。证明思路：取从 0 到 x 的轨迹。等式给出

ϕ(0) + E(0 → x) = ϕ(x).

因为 ϕ(0) = 0：

E(0 → x) = ϕ(x).

所以 required supply 必须等于 ϕ(x)：

ϕr(x) = ϕ(x).

同理，从 x 到 0 也给出 available storage 等于同一函数。上下界完全重合，
无法有第二个 storage function。

3.1.8 更一般的能量函数

说明第 3 章的结果不依赖 E 是二次型积分，只依赖时间可加性。

时间分解性质。 核心条件是：

E(x0, u, y, t0, t2) = E(x0, u, y, t0, t1) + E(x(t1), u, y, t1, t2).

第 3 章的 required supply、available storage、storage inequality 证明都只使
用这个性质。

为什么后面仍坚持二次型。 一般 E 理论更宽，但不易计算。二次型供给率能带
来：

1. 第 5 章的代数方程。
2. 线性系统 Riccati/KYP 条件。
3. 第 8 章频域 M(s) ≥ 0 判据。
所以本章一般结论很广，但后续为了得到 explicit results，会回到二次型。



第四章 无源、正实与代数判据

时域无源∫
yTu ≥ 0

频域正实
G+GH ⪰ 0

KYP / LMI
P = PT ⪰ 0

二次储能
V = xTPx

Parseval

有理系统

矩阵分解

积分

图 4.1 无源性、正实性、KYP 型方程和存储函数的对应关系。

本章是全书的计算核心。无源系统对应 Q = 0, S = 1
2
I,R = 0 的供给率；线

性无源系统在频域对应正实传递函数；有限维状态空间中，这一性质又对应一个
矩阵不等式或矩阵分解。非线性输入仿射系统中，同样思想表现为“供给率减去
储能导数可以写成平方项”。

定理 4.1（微分耗散不等式的正规写法）. 若存储函数 ϕ 可微，状态轨迹绝对连
续，供给率局部可积，则积分耗散不等式等价于沿轨迹几乎处处成立的

ϕ̇(x(t)) ≤ w(u(t), y(t)).

若 ϕ 不可微，应使用右上 Dini 导数或 lim sup 导数替代普通导数。

评注 4.2（它不是要求供给率非负）. 式子 ϕ̇ ≤ w 中右端可以为负。此时系统正
在向外放能，但左端必须更小或相等，表示内部储能下降足以支付对外输出和内
部耗散。

4.1 无源系统、强无源性与正实性

4.1.1 本章概览

这一节告诉读者：前两章很抽象，现在先回到熟悉的 passive systems。全章
的作用是把 passivity 作为 dissipativity 的特例重新看一遍。

passivity 对应的 (Q,S,R)。 passivity 常写为

〈u, y〉T ≥ 0.

本书的耗散不等式标准形式为

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

40
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取

Q = 0, S = I, R = 0,

则

〈y,Qy〉T = 0,

2〈y, Su〉T = 2〈y, Iu〉T = 2〈y, u〉T ,

〈u,Ru〉T = 0.

所以标准耗散不等式变成

2〈y, u〉T ≥ 0.

因为 2 是正数，等价于

〈y, u〉T ≥ 0.

因此 passivity 是 (0, I, 0) dissipativity。若某些作者用不带 2 的二次供给率
约定，也可写 (0, 1

2
I, 0)，没有实质差别。

cyclopassivity。 cyclopassivity 就是 (0, I, 0) cyclodissipativity：只要求回到初
始状态的循环轨迹供给非负。

本章为什么存在。 作者说本章没有太多新结果，因为这些结果都是后面一般定理
的特例。但先回顾 passivity 可以帮助读者理解：

• strong passivity 为什么需要。
• KYP lemma 是 storage function 的线性特例。
• frequency-domain positive real condition 是第 8 章 M(s) ≥ 0 的特例。
• single-loop passive stability 是第 6 章互联稳定的特例。

4.1.2 无源性与稳定性

说明 passivity 与 stability 的关系，以及普通 passivity 为什么不够强。

passivity 不等式。 系统 y = Gu passive，若

〈u,Gu〉T ≥ 0

对所有输入和所有 T > 0 成立。因为 y = Gu，也可写成
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〈u, y〉T ≥ 0.

若是连续时间 L2 内积：

〈u, y〉T =

∫ T

0

u(t)T y(t)dt.

线性系统极点直觉。 对线性 passive system，其 transfer function 的极点在闭左
半平面：

Re s ≤ 0.

闭左半平面包括虚轴。虚轴极点对应不衰减振荡，例如理想 LC 电路。因此
passive 不一定 finite-gain stable，也不一定 asymptotically stable。

hidden modes。 输入输出 transfer function 只描述可控且可观测部分。如果有
不可观测不稳定状态，它不会出现在 G中，但内部状态仍不稳定。因此从 passivity
推出 state-space stability 需要额外假设：

• reachability/controllability：所有状态能被输入影响。
• observability/ZSD：所有状态能在输出中被看见。

strong passivity。 为了排除虚轴边界情况，要让系统不只是 “不产能”，还要
“严格吸收某个输入或输出方向的能量”。这就是 4.5 的 OSP、ISP、VSP。

4.1.3 内部无源性与外部无源性

用线性系统说明 external passivity 和 internal storage function 的关系，也
就是 Positive Real 引理或 KYP 引理。

状态方程。 原文模型：

ẋ = Fx+Gu,

y = HTx+ Ju.

维度：
• x ∈ Rn。
• u, y ∈ Rm。
• F ∈ Rn×n。
• G ∈ Rn×m。
• H ∈ Rn×m。
• J ∈ Rm×m。
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二次 storage function。 取

ϕ(x) = xTPx, P = P T > 0.

求导：

d

dt
(xTPx) = ẋTPx+ xTPẋ.

代入 ẋ = Fx+Gu：

ẋTPx = (Fx+Gu)TPx = xTF TPx+ uTGTPx,

xTPẋ = xTP (Fx+Gu) = xTPFx+ xTPGu.

相加：

ϕ̇ = xT (F TP + PF )x+ uTGTPx+ xTPGu.

因为

uTGTPx = (xTPGu)T = xTPGu

是同一标量，所以

ϕ̇ = xT (F TP + PF )x+ 2xTPGu.

passivity 微分条件。 使用供给率 2yTu。internal passivity 微分形式：

2yTu− ϕ̇ ≥ 0.

输出：

y = HTx+ Ju.

先展开 2yTu：

2yTu = 2(HTx+ Ju)Tu.

分配：

2(HTx)Tu+ 2(Ju)Tu.

第一项：

2(HTx)Tu = 2xTHu.
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第二项：

2(Ju)Tu = 2uTJTu.

所以

2yTu− ϕ̇ = 2xTHu+ 2uTJTu− xT (F TP + PF )x− 2xTPGu.

把交叉项合并：

2xTHu− 2xTPGu = 2xT (H − PG)u.

二次型块矩阵为[
x

u

]T [
−F TP − PF H − PG

HT −GTP J + JT

][
x

u

]
≥ 0.

这就是 KYP lemma 的核心矩阵不等式。原文 OCR 中块矩阵和 L,W 因式
分解排版错位，但意思是该块矩阵可写成某个矩阵乘其转置，因此非负。

为什么解不唯一。 若有两个 P1, P2 满足 storage inequality，则任意凸组合

αP1 + (1− α)P2

也对应 storage function：

xT [αP1 + (1− α)P2]x = αxTP1x+ (1− α)xTP2x.

这和第 3 章 storage functions convex set 完全一致。

4.1.4 频域中的无源性

把线性 passive system 的时域积分不等式转换为频域 positive real 条件。

频域正实条件。 若系统 transfer function 为 G(s)，passivity 对应

G(s) +G(s)∗ ≥ 0, Re s ≥ 0.

这里 G(s)∗ 是复共轭转置。若 G 是标量，则是复共轭。在虚轴上 s = jω，实
系数系统满足

G(jω)∗ = G(−jω)T .

所以边界条件为

G(jω) +G(−jω)T ≥ 0.
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为什么还需要极点条件。 只检查虚轴不够，因为 positive real 要求整个右半平
面。若 G(s) 在右半平面有极点，靠近极点时 G(s) 无界，正实条件会被破坏。原
文用简单极点说明。设标量 G 在 s0 附近：

G(s) ≈ a

s− s0
.

令

s− s0 = ρejθ.

则

G(s) ≈ a

ρejθ
=
a

ρ
e−jθ.

若 a 实数：

G(s) +G(s)∗ ≈ a

ρ
e−jθ +

a

ρ
ejθ.

利用

ejθ + e−jθ = 2 cos θ,

得到

G(s) +G(s)∗ ≈ 2a

ρ
cos θ.

当 θ 改变时，cos θ 可正可负。因此极点位置和留数符号必须受限制。

易错点。 Parseval theorem不能无条件使用。对 passive systems该转换成立，但
对一般 dissipative systems，频域条件需要更精细的定理，第 8 章才会证明。

4.1.5 强无源性

定义三种强无源性：OSP、ISP、VSP，并说明它们和 (Q,S,R) 的对应关系。

为什么严格不等式不够。 若尝试定义：

〈u, y〉T > 0,

则当 u = 0 或 y = 0 时左边为 0，不可能严格大于 0。正确做法是要求左边
大于某个范数平方。
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OSP。 output strongly passive：

2〈u, y〉T ≥ ϵ1‖y‖2T , ϵ1 > 0.

移项：

−ϵ1‖y‖2T + 2〈y, u〉T ≥ 0.

对应

(Q,S,R) = (−ϵ1I, I, 0).

ISP。 input strongly passive：

2〈u, y〉T ≥ ϵ2‖u‖2T .

移项：

2〈y, u〉T − ϵ2‖u‖2T ≥ 0.

对应

(Q,S,R) = (0, I,−ϵ2I).

VSP。 very strongly passive：

2〈u, y〉T ≥ ϵ1‖y‖2T + ϵ2‖u‖2T .

移项：

−ϵ1‖y‖2T + 2〈y, u〉T − ϵ2‖u‖2T ≥ 0.

对应

(Q,S,R) = (−ϵ1I, I,−ϵ2I).

ISP + finite gain 推出 VSP。 假设 ISP：

2〈u, y〉T ≥ ϵ2‖u‖2T .

假设 finite gain：

‖y‖T ≤ k‖u‖T .

平方：
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‖y‖2T ≤ k2‖u‖2T .

乘以 α > 0：

α‖y‖2T ≤ αk2‖u‖2T .

若

0 < α <
ϵ2
k2
,

则

ϵ2 − αk2 > 0.

从 ISP：

2〈u, y〉T ≥ ϵ2‖u‖2T
写作

ϵ2‖u‖2T = αk2‖u‖2T + (ϵ2 − αk2)‖u‖2T .

因为

αk2‖u‖2T ≥ α‖y‖2T ,

得到

2〈u, y〉T ≥ α‖y‖2T + (ϵ2 − αk2)‖u‖2T .

这就是 VSP。

4.1.6 单环反馈稳定性结果

说明两个强无源子系统构成单环反馈时，如何得到稳定性。

子系统耗散不等式。 子系统 1：

−ϵ11‖y1‖2T + 2〈y1, u1〉T − ϵ21‖u1‖2T ≥ 0.

子系统 2：

−ϵ12‖y2‖2T + 2〈y2, u2〉T − ϵ22‖u2‖2T ≥ 0.
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互联。
u1 = ue1 − y2,

u2 = ue2 + y1.

若外部输入为零：

u1 = −y2, u2 = y1.

零外部输入下逐步相加。 第一个 storage inequality：

ϕ1(x1(0)) + 2〈y1, u1〉T − ϵ11‖y1‖2T − ϵ21‖u1‖2T ≥ ϕ1(x1(T )).

代入 u1 = −y2：

ϕ1(x1(0))− 2〈y1, y2〉T − ϵ11‖y1‖2T − ϵ21‖y2‖2T ≥ ϕ1(x1(T )).

第二个：

ϕ2(x2(0)) + 2〈y2, u2〉T − ϵ12‖y2‖2T − ϵ22‖u2‖2T ≥ ϕ2(x2(T )).

代入 u2 = y1：

ϕ2(x2(0)) + 2〈y2, y1〉T − ϵ12‖y2‖2T − ϵ22‖y1‖2T ≥ ϕ2(x2(T )).

相加。由于

〈y1, y2〉T = 〈y2, y1〉T

在实内积下成立，交叉项抵消：

−2〈y1, y2〉T + 2〈y2, y1〉T = 0.

得到

ϕ1(x1(0))+ϕ2(x2(0))−(ϵ11+ϵ22)‖y1‖2T−(ϵ12+ϵ21)‖y2‖2T ≥ ϕ1(x1(T ))+ϕ2(x2(T )).

定义整体储能：

ϕ(x) = ϕ1(x1) + ϕ2(x2).

则

ϕ(x(0))− ϕ(x(T )) ≥ (ϵ11 + ϵ22)‖y1‖2T + (ϵ12 + ϵ21)‖y2‖2T .
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如果

ϵ11 + ϵ22 > 0, ϵ12 + ϵ21 > 0,

则输出能量受到初始储能约束。若输出趋零能推出状态趋零，例如各子系统
observable，则整体渐近稳定。稳定成立的典型条件包括：

1. 一个子系统 passive，另一个 VSP。
2. 两个子系统都 ISP。
3. 两个子系统都 OSP。
这些都是后面第 6 章一般互联稳定定理的特例。

4.2 代数耗散判据：从微分不等式到矩阵条件

4.2.1 本章概览

前面已经说明什么是耗散系统，以及为什么无源性和耗散性能够导出稳定性。
接下来要处理一个更接近计算与设计的问题：给定一个具体系统，怎样判断它是
不是 (Q,S,R)-dissipative？也就是说，前面的定义是：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(y(t), u(t)) dt ≥ ϕ(x(t1)),

其中供给率为

w(y, u) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

可是对一个实际系统，仅仅拿着这个积分不等式并不好检验。第 5 章的任务
就是把这个不等式改写成更可计算的代数/微分方程条件。

本章为什么重要。 第 5 章是全书从 “概念定义” 进入 “判据计算” 的转折点。在
控制工程中，一个判据有用，通常不只是因为它优美，而是因为它能变成以下对
象之一：

1. 方程：求某个函数或矩阵是否满足方程。
2. 不等式：求某个矩阵是否半正定。
3. Riccati 方程或 LMI：可用成熟数值工具处理。
本章要做的正是这件事。Moylan 先考虑一类非线性系统，它对输入 u 是线

性的；之后再把线性系统作为特例，得到矩阵条件；最后简短讨论离散时间系统。

本章系统类别。 本章主要处理连续时间系统：

ẋ(t) = f(x(t)) +G(x(t))u(t),
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y(t) = h(x(t)) + J(x(t))u(t).

这里每个符号的含义是：
• t：连续时间变量。
• x(t) ∈ Rn：状态向量，n 是状态维数。
• u(t) ∈ Rm：输入向量，m 是输入端口或控制通道数。
• y(t) ∈ Rp：输出向量，p 是输出通道数。
• ẋ(t) 表示 x(t) 对时间 t 的导数，即 dx(t)/dt。
• f(x) ∈ Rn：无输入时的状态漂移项。
• G(x) ∈ Rn×m：输入如何作用到状态方程的矩阵函数。
• h(x) ∈ Rp：无直接输入时的输出函数。
• J(x) ∈ Rp×m：输入到输出的直接通道，也叫 feedthrough 或 direct trans-

mission term。
“对输入线性” 指的是：当 x 固定时，右侧关于 u 至多是一阶的。也就是说，

状态方程里没有 u2、sinu、u1u2 这种非线性输入项。为什么这个限制关键？因为
供给率本身是关于 u 的二次型。若系统对 u 线性，那么把 y = h+ Ju 代入供给
率后，整个表达式仍然是关于 u 的二次函数。二次函数可以通过 “配方” 或矩阵
半正定分解处理，这就是代数条件出现的根源。

本章结论的预告。 对这类系统，如果存在一个虚拟储能函数 ϕ(x)，则它必须满
足一组三个方程：

∇ϕT f = hTQh− ℓT ℓ,

1

2
∇ϕTG = hT (QJ + S)− ℓTW,

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

这里：
• ϕ(x) 是 storage function 或 virtual storage function。
• ∇ϕ 是 ϕ 对状态 x 的梯度。
• ℓ(x) 是新引入的向量函数，用来表示不可恢复耗散项的一部分。
• W (x) 是新引入的矩阵函数。
• (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) 是非负的平方项，它会成为 “耗散掉的能量”。
第 5 章的核心思想可以压缩成一句话：把耗散不等式中的 “≥ 0” 转化为一个

平方项 (ℓ +Wu)T (ℓ +Wu)，然后比较关于输入 u 的常数项、一次项、二次项。
这一章后面所有公式，基本都围绕这句话展开。
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4.2.2 一类非线性连续时间系统

本节从连续时间非线性系统出发，把积分形式的耗散不等式化成逐点的微分
不等式，再把它展开成关于输入 u 的二次函数，最后通过 “平方分解” 得到三条
关键方程。这一步是第 5 章最重要的推导基础。

1. 系统形式。 原文考虑的系统是：

ẋ(t) = f(x(t)) +G(x(t))u(t),

y(t) = h(x(t)) + J(x(t))u(t).

为了减少公式拥挤，后面常把 x(t)、u(t)、y(t) 简写成 x、u、y。但要记住：
它们本来都是时间 t 的函数。维度检查非常重要：

x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp.

于是：

f(x) ∈ Rn, G(x) ∈ Rn×m,

h(x) ∈ Rp, J(x) ∈ Rp×m.

因为 G(x)u 是 n×m 矩阵乘 m× 1 向量，所以 G(x)u ∈ Rn，能与 f(x) 相
加。因为 J(x)u ∈ Rp，能与 h(x) 相加。供给率仍然是：

w(y, u) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

若 Q ∈ Rp×p，S ∈ Rp×m，R ∈ Rm×m，则：
• yTQy 是 1× p、p× p、p× 1 相乘，结果是标量。
• yTSu 是 1× p、p×m、m× 1 相乘，结果是标量。
• uTRu 是 1×m、m×m、m× 1 相乘，结果是标量。
所以 w(y, u) 是一个标量。它代表从外界供给给系统的 “广义能量速率”，具

体单位取决于 u, y,Q, S,R 的物理含义。对被动系统，w = yTu，通常具有功率单
位。

2. 从积分耗散不等式开始。 storage function ϕ(x) 的耗散不等式是：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
dt ≥ ϕ(x(t1)).

把中括号里的供给率记为 w(y(t), u(t))，则：
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ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(y(t), u(t)) dt ≥ ϕ(x(t1)).

这句话的物理意思是：最终储能 ϕ(x(t1)) 不能超过初始储能 ϕ(x(t0)) 加上外
界输入的总能量。若把右侧移到左侧，也可以写成：

ϕ(x(t0))− ϕ(x(t1)) +

∫ t1

t0

w(y(t), u(t)) dt ≥ 0.

这里的非负量可以理解为系统内部不可逆损耗或至少是不被储存起来的能量
余量。

3. 从积分形式到微分形式。 为了得到局部条件，考虑很短的时间区间：

t1 = t+ δt, t0 = t.

其中 δt > 0 是很小的时间增量。耗散不等式变为：

ϕ(x(t)) +

∫ t+δt

t

w(y(τ), u(τ)) dτ ≥ ϕ(x(t+ δt)).

把 ϕ(x(t)) 移到右边：∫ t+δt

t

w(y(τ), u(τ)) dτ ≥ ϕ(x(t+ δt))− ϕ(x(t)).

两边除以 δt：

1

δt

∫ t+δt

t

w(y(τ), u(τ)) dτ ≥ ϕ(x(t+ δt))− ϕ(x(t))

δt
.

当 δt→ 0+ 时，如果 w 连续，左边趋向瞬时值：

lim
δt→0+

1

δt

∫ t+δt

t

w(y(τ), u(τ)) dτ = w(y(t), u(t)).

右边趋向沿轨迹的时间导数：

lim
δt→0+

ϕ(x(t+ δt))− ϕ(x(t))

δt
=

d

dt
ϕ(x(t)).

于是得到微分形式：

w(y(t), u(t)) ≥ d

dt
ϕ(x(t)).

展开 w：

y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t) ≥ d

dt
ϕ(x(t)).
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这一步把 “任意时间区间上的积分不等式” 变成 “每个时刻都成立的瞬时功
率不等式”。直观地说，外界给系统的瞬时功率不能小于储能增长的瞬时速率；差
额就是耗散。

4. 链式法则：计算 d
dt
ϕ(x(t))。 现在假设 ϕ(x)可微。这里有两个不同的导数，必

须分清：
1. ∇ϕ(x)：ϕ 对状态 x 的梯度。
2. d

dt
ϕ(x(t))：沿着系统轨迹 x(t) 的时间导数。

如果 x = (x1, . . . , xn)
T，则：

∇ϕ(x) =


∂ϕ
∂x1
∂ϕ
∂x2...
∂ϕ
∂xn

 ∈ Rn.

沿轨迹的时间导数由链式法则给出：

d

dt
ϕ(x(t)) =

n∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(x(t))

dxi(t)

dt
.

用向量写法就是：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕ(x(t))T ẋ(t).

代入状态方程：

ẋ(t) = f(x(t)) +G(x(t))u(t),

得到：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕ(x(t))T [f(x(t)) +G(x(t))u(t)] .

展开：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕT f +∇ϕTGu.

维度检查：
• ∇ϕT ∈ R1×n。
• f ∈ Rn，所以 ∇ϕT f 是标量。
• G ∈ Rn×m，u ∈ Rm，所以 Gu ∈ Rn，∇ϕTGu 也是标量。
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5. 把 y = h+ Ju 代入供给率。 微分耗散不等式是：

yTQy + 2yTSu+ uTRu ≥ ∇ϕT f +∇ϕTGu.

系统输出为：

y = h+ Ju.

代入第一项：

yTQy = (h+ Ju)TQ(h+ Ju).

先展开转置：

(h+ Ju)T = hT + (Ju)T .

因为 (Ju)T = uTJT，所以：

(h+ Ju)T = hT + uTJT .

因此：

(h+ Ju)TQ(h+ Ju) = (hT + uTJT )Q(h+ Ju).

先乘右边：

Q(h+ Ju) = Qh+QJu.

再左乘：

(hT + uTJT )(Qh+QJu).

按分配律展开四项：

hTQh+ hTQJu+ uTJTQh+ uTJTQJu.

如果 Q = QT，那么 uTJTQh 是 hTQJu 的转置。因为标量等于自己的转置：

uTJTQh = (uTJTQh)T = hTQTJu = hTQJu.

所以：

yTQy = hTQh+ 2hTQJu+ uTJTQJu.

第二项：

2yTSu = 2(h+ Ju)TSu.
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展开转置：

2(hT + uTJT )Su.

分配：

2hTSu+ 2uTJTSu.

第三项 uTRu 保持不变。于是左侧完整展开为：

hTQh+ 2hTQJu+ uTJTQJu+ 2hTSu+ 2uTJTSu+ uTRu.

把右侧移到左侧：

hTQh+2hTQJu+uTJTQJu+2hTSu+2uTJTSu+uTRu−∇ϕT f−∇ϕTGu ≥ 0.

这就是本节的关键不等式。

6. 为什么可以把它看成关于 u 的二次函数。 现在冻结在某个时刻 t。在这个瞬
间：

• x 可以看成一个固定的状态。
• f(x), G(x), h(x), J(x),∇ϕ(x) 都是由这个 x 决定的固定量。
• u 可以被独立选择。
所以左侧是关于 u 的二次函数。按 u 的次数分组：常数项，也就是不含 u 的

项：

hTQh−∇ϕT f.

一次项，也就是含一个 u 的项：

2hTQJu+ 2hTSu−∇ϕTGu.

二次项，也就是含两个 u 的项：

uTJTQJu+ 2uTJTSu+ uTRu.

注意 2uTJTSu 看起来不是标准 uT (·)u 形式，但它本身是标量，因此可以与
转置对称化。因为：

uTJTSu

是标量，所以：

uTJTSu = (uTJTSu)T = uTSTJu.
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因此：

2uTJTSu = uTJTSu+ uTSTJu = uT (JTS + STJ)u.

二次项合并为：

uT (JTQJ + JTS + STJ +R)u.

一次项也可以写成：

2hT (QJ + S)u−∇ϕTGu.

再把最后一项拆成 2 · 1
2
：

−∇ϕTGu = 2

(
−1

2
∇ϕTG

)
u.

所以一次项为：

2

[
hT (QJ + S)− 1

2
∇ϕTG

]
u.

因此整个不等式等价于：

hTQh−∇ϕT f+2

[
hT (QJ + S)− 1

2
∇ϕTG

]
u+uT (JTQJ+JTS+STJ+R)u ≥ 0.

7. 非负二次函数与平方分解。 一个关于 u 的二次函数若对所有 u 都非负，那么
它可以写成某种平方和。最简单的一维例子是：

au2 + 2bu+ c.

如果 a > 0，则配方：

au2 + 2bu+ c = a

(
u+

b

a

)2

+ c− b2

a
.

若该表达式对所有 u 非负，则必须有：

a ≥ 0, c− b2

a
≥ 0

在高维向量情形中，对应的是矩阵半正定和平方和分解。原文选择把这个非
负二次函数写成：

(ℓ(x) +W (x)u)T (ℓ(x) +W (x)u).

这里：
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• ℓ(x) ∈ Rr，r 可以根据需要选择。
• W (x) ∈ Rr×m。
• W (x)u ∈ Rr，能与 ℓ(x) 相加。
• 平方项 (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) 是一个标量，并且总是非负。
为什么总是非负？令：

z = ℓ+Wu.

则：

zT z =
r∑

i=1

z2i ≥ 0.

这就是 “耗散项” 的代数表达。

8. 展开平方项并比较系数。 现在令：

hTQh+2hTQJu+uTJTQJu+2hTSu+2uTJTSu+uTRu−∇ϕT f−∇ϕTGu = (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

右侧展开：

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) = (ℓT + uTW T )(ℓ+Wu).

按分配律：

= ℓT ℓ+ ℓTWu+ uTW T ℓ+ uTW TWu.

由于 ℓTWu 是标量，

uTW T ℓ = (ℓTWu)T = ℓTWu.

因此：

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) = ℓT ℓ+ 2ℓTWu+ uTW TWu.

左侧按 u 分组后为：

(
hTQh−∇ϕT f

)
+2

(
hTQJ + hTS − 1

2
∇ϕTG

)
u+uT (JTQJ+JTS+STJ+R)u.

比较常数项：

hTQh−∇ϕT f = ℓT ℓ.

比较一次项：
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hTQJ + hTS − 1

2
∇ϕTG = ℓTW.

比较二次项：

JTQJ + JTS + STJ +R =W TW.

这三条就是后面定理的核心。本节做了三个动作：
1. 把积分耗散不等式转为瞬时微分不等式。
2. 把系统输出 y = h+ Ju 代入供给率并展开成关于 u 的二次函数。
3. 用平方项 (ℓ +Wu)T (ℓ +Wu) 表示非负余量，并通过比较系数得到三条方
程。
因此，判断耗散性的问题开始变成 “能否找到 ϕ, ℓ,W 满足这些方程”。

4.2.3 连续时间系统的主定理

本节把上一节的推导正式写成两个定理：
1. 对 cyclodissipativeness，ϕ 是 virtual storage function 的充要条件。
2. 对 dissipativeness，ϕ 是 storage function 的充要条件。
两者的代数方程相同，差别在于 dissipativeness 要求 storage function 非负，

并通常规范化为 ϕ(0) = 0。

定理 9：cyclodissipativeness 的条件。 对于系统：

ẋ = f(x) +G(x)u, y = h(x) + J(x)u,

一个可微函数 ϕ(x) 是 (Q,S,R)-cyclodissipative 的 virtual storage function，
当且仅当存在函数 ℓ(x) 和 W (x)，使得：

∇ϕT f = hTQh− ℓT ℓ,

1

2
∇ϕTG = hT (QJ + S)− ℓTW,

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

这里 “当且仅当” 包含两个方向：
• 必要性：如果 ϕ 已经是 virtual storage function，那么它必须满足这些方程。
• 充分性：如果这些方程成立，那么 ϕ 确实满足 virtual storage inequality。
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必要性为什么成立。 必要性实际上已经在 5.2推过。从 virtual storage inequality
的微分形式开始：

yTQy + 2yTSu+ uTRu ≥ ∇ϕT f +∇ϕTGu.

移项：

yTQy + 2yTSu+ uTRu−∇ϕT f −∇ϕTGu ≥ 0.

代入：

y = h+ Ju.

得到一个关于 u 的非负二次函数。由于该二次函数对所有输入 u 都非负，所
以可以写成平方项：

yTQy + 2yTSu+ uTRu−∇ϕT f −∇ϕTGu = (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

比较常数项、一次项、二次项，得到三条方程。因此，若 ϕ 是 virtual storage
function，这些方程是逃不掉的。

充分性：从三条方程推回耗散不等式。 现在反过来，假设存在 ℓ,W，使三条方程
成立。我们要证明：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(y, u) dt ≥ ϕ(x(t1)).

从链式法则开始：

ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)) =

∫ t1

t0

d

dt
ϕ(x(t)) dt.

因为：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕT (f +Gu),

所以：

ϕ(x(t1)) = ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

∇ϕT (f +Gu) dt.

展开 integrand：

∇ϕT (f +Gu) = ∇ϕT f +∇ϕTGu.

现在用三条方程替换。第一条：
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∇ϕT f = hTQh− ℓT ℓ.

第二条：

1

2
∇ϕTG = hT (QJ + S)− ℓTW.

两边乘以 2：

∇ϕTG = 2hT (QJ + S)− 2ℓTW.

再乘以 u：

∇ϕTGu = 2hT (QJ + S)u− 2ℓTWu.

因此：

∇ϕT (f +Gu) = hTQh− ℓT ℓ+ 2hT (QJ + S)u− 2ℓTWu.

把 2hT (QJ + S)u 展开：

2hT (QJ + S)u = 2hTQJu+ 2hTSu.

所以：

∇ϕT (f +Gu) = hTQh+ 2hTQJu+ 2hTSu− ℓT ℓ− 2ℓTWu.

现在我们希望把它写成：

yTQy + 2yTSu+ uTRu− (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

检验这个等式。先展开右边的供给率：

yTQy + 2yTSu+ uTRu

代入 y = h+ Ju，由 5.2 得：

= hTQh+ 2hTQJu+ uTJTQJu+ 2hTSu+ 2uTJTSu+ uTRu.

再展开平方项：

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) = ℓT ℓ+ 2ℓTWu+ uTW TWu.

所以：

yTQy + 2yTSu+ uTRu− (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu)
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= hTQh+ 2hTQJu+ 2hTSu− ℓT ℓ− 2ℓTWu

+uT (JTQJ + JTS + STJ +R)u− uTW TWu.

第三条方程说：

JTQJ + JTS + STJ +R =W TW.

因此最后两项抵消：

uT (JTQJ + JTS + STJ +R)u− uTW TWu = 0.

于是：

yTQy + 2yTSu+ uTRu− (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu)

= hTQh+ 2hTQJu+ 2hTSu− ℓT ℓ− 2ℓTWu = ∇ϕT (f +Gu).

因此：

d

dt
ϕ(x(t)) = yTQy + 2yTSu+ uTRu− (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

因为平方项非负：

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) ≥ 0,

所以：

d

dt
ϕ(x(t)) ≤ yTQy + 2yTSu+ uTRu.

两边从 t0 积分到 t1：∫ t1

t0

d

dt
ϕ(x(t)) dt ≤

∫ t1

t0

[
yTQy + 2yTSu+ uTRu

]
dt.

左边积分为：

ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)).

于是：

ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)) ≤
∫ t1

t0

[
yTQy + 2yTSu+ uTRu

]
dt.
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移项：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

[
yTQy + 2yTSu+ uTRu

]
dt ≥ ϕ(x(t1)).

这正是 virtual storage inequality。

定理 10：dissipativeness 的条件。 定理 10 与定理 9 的方程完全相同，但多了
两个 storage function 条件：

ϕ(0) = 0, ϕ(x) ≥ 0 for all x.

所以 ϕ(x) 是 (Q,S,R)-dissipative 的 storage function，当且仅当：

ϕ(0) = 0,

ϕ(x) ≥ 0,

并且存在 ℓ,W，满足：

∇ϕT f = hTQh− ℓT ℓ,

1

2
∇ϕTG = hT (QJ + S)− ℓTW,

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

为什么多出非负条件？cyclodissipativity 允许 virtual storage function 取负
值。它关心的是沿闭合循环或轨迹的能量平衡。dissipativity 更强，要求 ϕ 真正
像 “储能” 一样不能为负。物理储能如果是电容能量、电感能量、动能、势能，通
常应满足：

ϕ(x) ≥ 0.

而 ϕ(0) = 0 是一个规范化条件：把零状态的储能定为零。

显式耗散项。 原文特别指出：通过这些方程，我们不只是证明了不等式，还显式
识别了耗散项。由上面推导：

d

dt
ϕ(x(t)) = yTQy + 2yTSu+ uTRu− (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

移项：

yTQy + 2yTSu+ uTRu− d

dt
ϕ(x(t)) = (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).
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左边是 “输入供给率减去储能增长率”。右边是平方项，因此非负。于是：

供给的能量速率 =储能增长速率+耗散速率.

更明确地说：

w(y, u) = ϕ̇(x) + (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu).

对时间积分：

∫ t1

t0

w(y, u) dt = ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) dt.

重新排列：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(y, u) dt− ϕ(x(t1)) =

∫ t1

t0

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) dt.

右边是非负积分，所以耗散不等式成立。这个等式比不等式更强：它告诉我
们 “不等式中剩下的余量到底在哪里”。第 5.3 节把 5.2 的推导升格为定理。核心
要点是：

• 对 cyclodissipativity：允许 ϕ 是 virtual storage，符号不必非负。
• 对 dissipativity：要求 ϕ ≥ 0，且 ϕ(0) = 0。
• 三条代数/微分方程是共同核心。
• (ℓ+Wu)T (ℓ+Wu) 是显式耗散率。

4.2.4 存储函数的可微性问题

前面推导假设 ϕ(x) 可微。可是 storage function 不一定天然可微。本节讨论
这个技术问题：如果存在不可微的 storage function，我们还能不能使用前面结果？
Moylan 的处理思路是：

1. 承认可能存在不可微的 storage function。
2. 给出一个局部可控性条件，保证 virtual storage function 至少连续。
3. 用上 Dini 导数或 lim sup 形式的导数替代普通导数，使前面的微分论证仍可
继续。

为什么可微性是问题。 在 5.2 中，我们使用了链式法则：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕT ẋ(t).

这一步要求 ϕ 对 x 可微。如果 ϕ 有尖点，例如一维函数：

ϕ(x) = |x|,



第四章 无源、正实与代数判据 64

那么在 x = 0 处不可微。对这样的 ϕ，∇ϕ 不存在，前面的三条方程就不能
直接写。控制理论中这种情况并不少见。Lyapunov函数、value function、可达性
函数、最优控制中的值函数，都可能是连续但不可微的。

局部可控性的定义。 原文引入一个关于供给率 w(x, u) 的局部可控性定义。系统
在状态 x0 处 locally controllable，意思是：对 x0 附近任意一个足够近的状态 x1，
都能选取某个输入 u 和某个终止时间 t1，把系统从

x(t0) = x0

驱动到

x(t1) = x1.

但这里不只是能到达，还要求这段运动的供给 “代价” 受到距离控制：∫ t1

t0

w(x(t), u(t)) dt ≤ ρ(‖x1 − x0‖).

这里：
• ‖ · ‖ 是状态空间中的范数。
• ‖x1 − x0‖ 表示两个状态之间的距离。
• ρ : R+ → R+ 是连续函数。
• ρ(0) = 0。
这个条件的直观意思是：如果目标状态 x1 离 x0 很近，那么把系统从 x0 移

到 x1 所需的供给代价也可以很小。这比 “可达” 更强，因为它要求近距离移动的
代价不会突然爆炸。

定理 11：局部可控性推出 virtual storage function 连续。 定理内容：如果系
统 locally controllable，那么任何在所有 x ∈ X 上存在的 virtual storage function
ϕ 都是连续的。注意结论是 “连续”，不是 “可微”。

证明细节。 取任意状态 x0。设 x1 在 x0 的一个小邻域 Ω 内。由局部可控性，可
以从 x0 通过某个输入 u 到达 x1，并且：∫ t1

t0

w(x(t), u(t)) dt ≤ ρ(‖x1 − x0‖).

因为 ϕ 是 virtual storage function，所以沿这段轨迹有：

ϕ(x0) +

∫ t1

t0

w(x(t), u(t)) dt ≥ ϕ(x1).

把 ϕ(x0) 移到右边：
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ϕ(x1)− ϕ(x0) ≤
∫ t1

t0

w(x(t), u(t)) dt.

再用局部可控性给出的上界：

ϕ(x1)− ϕ(x0) ≤ ρ(‖x1 − x0‖).

这给出一个方向的差值控制。现在反过来考虑从 x1 到 x0 的转移。局部可控
性在每个状态附近成立，因此也可得到：

ϕ(x0)− ϕ(x1) ≤ ρ(‖x0 − x1‖).

由于范数对称：

‖x0 − x1‖ = ‖x1 − x0‖.

所以：

ϕ(x0)− ϕ(x1) ≤ ρ(‖x1 − x0‖).

把两边合并：

|ϕ(x1)− ϕ(x0)| ≤ ρ(‖x1 − x0‖).

因为 ρ 连续且 ρ(0) = 0，所以当：

x1 → x0

时：

‖x1 − x0‖ → 0,

进而：

ρ(‖x1 − x0‖) → ρ(0) = 0.

由夹逼：

|ϕ(x1)− ϕ(x0)| → 0.

这正是 ϕ 在 x0 连续的定义。因为 x0 任意，所以 ϕ 在整个状态空间连续。
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用 lim sup 替代普通导数。 定理只给出连续性，不给出可微性。那前面的
d
dt
ϕ(x(t)) 怎么办？原文建议使用：

d

dt
ϕ(x(t)) = lim sup

h→0+

1

h
[ϕ(x(t+ h))− ϕ(x(t))] .

这里 lim sup是 upper limit superior。它的作用是：即使普通极限不存在，也
可以取所有趋近序列上极限值的上确界。为什么用 h→ 0+？因为动力系统从当前
时刻往未来演化，耗散不等式自然是前向时间条件。这个导数类似 Lyapunov 理
论中的 upper Dini derivative。它足以表达：

储能的最大前向增长率 ≤供给率.

因此，即使 ϕ 不光滑，只要能控制这个上导数，耗散性论证仍然可以成立。
本节提醒我们：第 5.2 和 5.3 的漂亮方程建立在可微性上。实际系统中，storage
function可能不可微。局部可控性可以保证 virtual storage function至少连续，而
用 lim sup 形式的前向导数可以在一定程度上替代普通导数。这说明本章的代数
条件非常有用，但其光滑性假设不是完全无代价的。

4.2.5 更一般的非线性系统

前面几节处理的是对输入 u 线性的非线性系统。本节说明：如果系统对 u 也
非线性，那么前面的漂亮平方分解通常无法继续。

更一般的系统形式。 考虑：

ẋ = f(x, u),

y = h(x, u).

这里 f 和 h 都可以任意依赖 x 和 u。例如可能出现：

f(x, u) = x2 + sinu,

或：

h(x, u) = xu+ u3.

这种情况下，输出不再是：

y = h(x) + J(x)u

这种仿射形式。
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微分耗散不等式仍然成立。 如果 ϕ 可微，链式法则仍然给出：

d

dt
ϕ(x(t)) = ∇ϕT f(x, u).

供给率为：

w(y, u) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

代入 y = h(x, u)，得到：

h(x, u)TQh(x, u) + 2h(x, u)TSu+ uTRu−∇ϕT f(x, u) ≥ 0.

原文简写为：

hTQh+ 2hTSu+ uTRu−∇ϕT f ≥ 0.

这仍然是正确的耗散性条件。

为什么不能继续化简。 问题在于：这个表达式一般不再是关于 u的二次函数。前
面能比较系数，是因为：

y = h(x) + J(x)u

使得 yTQy 最多含 u2，而：

∇ϕT [f(x) +G(x)u]

最多含 u 的一次项。因此整个表达式关于 u 是二次的：

常数项+一次项+二次项.

但若：

y = h(x, u)

含 u3，那么 yTQy 可能含 u6。若 f(x, u) 含 sinu，那么 ∇ϕT f(x, u) 会含三
角函数。此时无法用简单的矩阵平方分解：

(ℓ+Wu)T (ℓ+Wu)

来完全表达。所以一般非线性系统仍可写出耗散不等式，但没有像定理 9 和
定理 10 那样整洁的代数判据。本节的作用是划清边界：

• 对输入仿射的非线性系统，可以得到显式方程条件。
• 对一般非线性输入系统，只能保留不等式形式。
• 第 5 章的代数化能力来自 “关于 u 的二次结构”，不是来自所有非线性系统
的一般性质。
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4.2.6 线性连续时间系统

本节把前面的非线性输入仿射系统专门化到线性时不变系统，得到矩阵方程
和矩阵不等式。这里开始出现 Riccati 方程的影子。

线性连续时间系统。 原文系统为：

ẋ = Fx+Gu,

y = HTx+ Ju.

这里：
• x ∈ Rn：状态。
• u ∈ Rm：输入。
• y ∈ Rp：输出。
• F ∈ Rn×n：状态矩阵。
• G ∈ Rn×m：输入矩阵。
• HT ∈ Rp×n，所以 H ∈ Rn×p。
• J ∈ Rp×m：直接通道矩阵。
作者用 HTx 而不是常见的 Cx。这只是记号选择。若采用现代状态空间常用

记号，可以令：

C = HT .

为什么 storage function 取二次型。 线性系统加二次供给率，会导向线性二次
优化问题。在线性二次问题中，最优值函数通常是状态的二次函数。因此令：

ϕ(x) = xTPx.

这里：
• P ∈ Rn×n。
• 通常取 P = P T，因为 xTPx 只依赖 P 的对称部分。
为什么可以假设 P 对称？把 P 分成对称部分和反对称部分：

P = Ps + Pa,

其中：

Ps =
1

2
(P + P T ), Pa =

1

2
(P − P T ).

反对称部分满足：

P T
a = −Pa.
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对任意 x：

xTPax

是标量，因此等于自身转置：

xTPax = (xTPax)
T = xTP T

a x = −xTPax.

于是：

xTPax = 0.

所以：

xTPx = xTPsx.

只需考虑对称 P。

计算 ∇ϕ。 若：

ϕ(x) = xTPx,

且 P = P T，则：

∇ϕ(x) = 2Px.

推导如下。写成分量：

ϕ(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiPijxj .

对 xk 求偏导：

∂ϕ

∂xk
=

n∑
j=1

Pkjxj +
n∑

i=1

xiPik.

第二项可写为：

n∑
i=1

Pikxi.

若 P = P T，则 Pik = Pki。所以：

n∑
i=1

Pikxi =
n∑

i=1

Pkixi.

与第一项同型，得到：
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∂ϕ

∂xk
= 2

n∑
j=1

Pkjxj .

向量形式就是：

∇ϕ = 2Px.

因此：

∇ϕT = 2xTP.

代入定理 9/10 的第一条方程。 线性系统对应：

f(x) = Fx,

G(x) = G,

h(x) = HTx,

J(x) = J.

第一条方程：

∇ϕT f = hTQh− ℓT ℓ.

左边：

∇ϕT f = (2xTP )(Fx) = 2xTPFx.

右边第一项：

hTQh = (HTx)TQ(HTx).

因为：

(HTx)T = xTH,

所以：

hTQh = xTHQHTx.

为了让右边整体是关于 x 的二次型，ℓ(x) 必须是 x 的线性函数。令：

ℓ(x) = LTx
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或等价地按原文排布写成某个矩阵 L 使：

ℓ(x)T ℓ(x) = xTLLTx.

于是第一条方程变成：

2xTPFx = xTHQHTx− xTLLTx.

由于左侧二次型只由矩阵的对称部分决定：

2xTPFx = xT (PF + F TP )x.

证明：

xTF TPx = (xTPFx)T = xTP TFx = xTPFx,

其中用到了 P = P T。因此：

xT (PF + F TP )x = 2xTPFx.

所以对所有 x 成立要求：

PF + F TP = HQHT − LLT .

第二条方程。 定理 9/10 的第二条方程：

1

2
∇ϕTG = hT (QJ + S)− ℓTW.

左边：

1

2
∇ϕTG =

1

2
(2xTP )G = xTPG.

右边：

hT (QJ + S) = (HTx)T (QJ + S) = xTH(QJ + S).

若 ℓ(x)T = xTL，则：

ℓTW = xTLW.

所以：

xTPG = xTH(QJ + S)− xTLW.

因为对所有 x 成立：

PG = H(QJ + S)− LW.



第四章 无源、正实与代数判据 72

第三条方程。 第三条方程不含 x：

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

由于左侧是常矩阵，W 也可取常矩阵。

线性连续时间系统的三条矩阵方程。 综上，线性系统满足 (Q,S,R)-cyclodissipativity
或 dissipativity 的候选条件是存在矩阵 P,L,W，使：

PF + F TP = HQHT − LLT ,

PG = H(QJ + S)− LW,

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

若讨论 dissipativity，还要加：

P = P T ≥ 0.

若只讨论 cyclodissipativity，则 P 的符号不必非负。

消去 L,W：矩阵半正定不等式。 三条方程也可以合成一个块矩阵半正定条件。
定义块矩阵：

M =

[
HQHT − PF − F TP H(QJ + S)− PG

(QJ + S)THT −GTP R+ JTS + STJ + JTQJ

]
.

如果三条方程成立，则：第一块：

HQHT − PF − F TP = LLT .

第二块：

H(QJ + S)− PG = LW.

右下块：

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

所以：

M =

[
LLT LW

W TLT W TW

]
.

这个矩阵可以写成：
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M =

[
L

W T

] [
LT W

]
.

验证乘法： [
L

W T

] [
LT W

]
=

[
LLT LW

W TLT W TW

]
.

任何形如 AAT 或 BBTB 的平方因子矩阵都是半正定的。对任意向量 z：

zTMz = zT

[
L

W T

] [
LT W

]
z =

∥∥∥[LT W
]
z
∥∥∥2 ≥ 0.

因此：

M ≥ 0.

这就是线性连续时间的矩阵不等式形式。

为什么 P 不唯一。 原文指出 P 通常不唯一。原因包括：
1. L,W 的维数不固定。
2. 平方分解本身不唯一。
3. 消去 L 后通常得到 Riccati 方程，而 Riccati 方程一般有多个解。
例如若：

R+ JTS + STJ + JTQJ

非奇异且正定，则可以取：

W =
(
R+ JTS + STJ + JTQJ

)1/2
.

这里矩阵平方根 A1/2 满足：

A1/2A1/2 = A

或在对称情形下：

(A1/2)TA1/2 = A.

然后由第二条方程：

LW = H(QJ + S)− PG.

若 W 可逆，则：
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L = [H(QJ + S)− PG]W−1.

代入第一条：

PF + F TP = HQHT − LLT .

就得到只关于 P 的矩阵方程。因为 L 中含 P，LLT 中会出现 P 的二次项，
所以这是 Riccati 型方程。Riccati 方程在控制理论中常有多个对称解，其中满足
稳定化条件或半正定条件的解才是工程上常用的那个。线性连续时间系统中，第
5.3 的函数方程变成矩阵方程：

PF + F TP = HQHT − LLT ,

PG = H(QJ + S)− LW,

R+ JTS + STJ + JTQJ =W TW.

也可以写成一个块矩阵半正定条件。对 dissipativity，进一步要求 P ≥ 0。这
为后续频域判据、Riccati 判据和稳定性定理搭桥。

4.2.7 线性离散时间系统

本节把连续时间结果改成离散时间版本。关键区别是：离散时间没有时间导
数，储能变化由一步差分表示。

离散时间线性系统。 原文考虑：

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).

这里：
• t 是整数时刻。
• x(t) ∈ Rn。
• u(t) ∈ Rm。
• y(t) ∈ Rp。
• A ∈ Rn×n。
• B ∈ Rn×m。
• C ∈ Rp×n。
• D ∈ Rp×m。
作者用 (A,B,C,D) 而不是连续时间的 (F,G,H, J)，因为这是离散时间线性

系统的传统记号。
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离散时间内积。 连续时间中截断内积是积分：

〈f, g〉T =

∫ T

t0

f(t)T g(t) dt.

离散时间中对应的是求和：

〈f, g〉T =
T−1∑
t=t0

f(t)T g(t).

为什么上限是 T − 1？因为从 t0 到 T 的状态变化由步 t0, t0 +1, . . . , T − 1 决
定。每一步从 t 推到 t+ 1。

离散时间耗散不等式。 积分形式变为求和形式：

ϕ(x(t0)) +

t1−1∑
t=t0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
≥ ϕ(x(t1)).

若只看一个时间步，从 t 到 t+ 1，则：

ϕ(x(t)) + y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t) ≥ ϕ(x(t+ 1)).

这就是离散时间版的 “瞬时” 耗散条件。连续时间中是：

ϕ̇ ≤ w.

离散时间中是：

ϕ(x(t+ 1))− ϕ(x(t)) ≤ w(t).

也就是储能的一步增量不能超过该步供给。

令 storage function 为二次型。 同线性连续时间一样，取：

ϕ(x) = xTPx.

对 dissipativity，要求：

P = P T ≥ 0.

对 cyclodissipativity，P 可不要求半正定。一步耗散不等式变成：

xTPx+ yTQy + 2yTSu+ uTRu ≥ (Ax+Bu)TP (Ax+Bu).

这里为了简洁写 x = x(t)，u = u(t)，y = y(t)。
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展开左侧供给项。 输出：

y = Cx+Du.

第一项：

yTQy = (Cx+Du)TQ(Cx+Du).

展开转置：

(Cx+Du)T = xTCT + uTDT .

所以：

yTQy = (xTCT + uTDT )Q(Cx+Du).

先乘右侧：

Q(Cx+Du) = QCx+QDu.

再分配：

yTQy = xTCTQCx+ xTCTQDu+ uTDTQCx+ uTDTQDu.

若 Q = QT，则：

uTDTQCx = (xTCTQDu)T = xTCTQDu.

所以：

yTQy = xTCTQCx+ 2xTCTQDu+ uTDTQDu.

第二项：

2yTSu = 2(Cx+Du)TSu.

展开：

2(xTCT + uTDT )Su = 2xTCTSu+ 2uTDTSu.

第三项 uTRu 保持。储能初值项是：

xTPx.



第四章 无源、正实与代数判据 77

展开右侧下一步储能。
x(t+ 1) = Ax+Bu.

因此：

ϕ(x(t+ 1)) = (Ax+Bu)TP (Ax+Bu).

展开：

(Ax+Bu)T = xTAT + uTBT .

所以：

(Ax+Bu)TP (Ax+Bu) = (xTAT + uTBT )P (Ax+Bu).

先乘右侧：

P (Ax+Bu) = PAx+ PBu.

再展开四项：

xTATPAx+ xTATPBu+ uTBTPAx+ uTBTPBu.

因为 P = P T，交叉项互为转置：

uTBTPAx = (xTATPBu)T = xTATPBu.

所以：

(Ax+Bu)TP (Ax+Bu) = xTATPAx+ 2xTATPBu+ uTBTPBu.

把所有项移到左侧并分组。 一步耗散不等式：

xTPx+ yTQy + 2yTSu+ uTRu− (Ax+Bu)TP (Ax+Bu) ≥ 0.

把 x2 项收集：来自 xTPx：

xTPx.

来自 yTQy：

xTCTQCx.

来自减去下一步储能：
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−xTATPAx.

所以 x2 项为：

xT (P + CTQC −ATPA)x.

把 x, u 交叉项收集：来自 yTQy：

2xTCTQDu.

来自 2yTSu：

2xTCTSu.

来自减去下一步储能：

−2xTATPBu.

所以交叉项为：

2xT (CTQD + CTS −ATPB)u.

把 u2 项收集：来自 yTQy：

uTDTQDu.

来自 2yTSu：

2uTDTSu.

来自 uTRu：

uTRu.

来自减去下一步储能：

−uTBTPBu.

同样对称化：

2uTDTSu = uT (DTS + STD)u.

因此 u2 项为：

uT (R+DTS + STD +DTQD −BTPB)u.

总不等式：
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xT (P + CTQC −ATPA)x+ 2xT (CTQD + CTS −ATPB)u

+uT (R+DTS + STD +DTQD −BTPB)u ≥ 0.

写成块矩阵。 令：

M =

[
P + CTQC −ATPA CTQD + CTS −ATPB

DTQC + STC −BTPA R+DTS + STD +DTQD −BTPB

]
.

则：

[
xT uT

]
M

[
x

u

]
≥ 0.

这必须对所有 x 和 u 成立，所以：

M ≥ 0.

因子分解得到三条矩阵方程。 如果 M ≥ 0，可以分解为：

M =

[
L

W T

] [
LT W

]
.

展开右侧：

M =

[
LLT LW

W TLT W TW

]
.

比较块矩阵得到：

P + CTQC −ATPA = LLT ,

CTQD + CTS −ATPB = LW,

R+DTS + STD +DTQD −BTPB =W TW.

这就是离散时间线性系统的代数条件。
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dissipativity 与 cyclodissipativity 的差别。 如果这些方程有解 P,L,W，则
系统具有相应的 (Q,S,R) cyclodissipativity 或 dissipativity。区别仍然在 P：

• dissipativity：要求 P ≥ 0，因为 ϕ(x) = xTPx 必须非负。
• cyclodissipativity：不要求 P ≥ 0，因为 virtual storage function 可以有负
值。

为什么非线性离散时间没有简单对应结果。 原文最后指出：类似方法不能直接推
广到 “显然的” 非线性离散时间系统。原因是离散时间要处理：

ϕ(x(t+ 1)) = ϕ(Ax+Bu).

在线性系统且 ϕ = xTPx 时，这个表达式可以完整展开成关于 x, u 的二次
型。但若系统非线性：

x(t+ 1) = F (x(t), u(t)),

则：

ϕ(x(t+ 1)) = ϕ(F (x, u)).

如果 ϕ 不是二次函数，或者 F 不是仿射函数，展开后一般不是简单的二次
型。于是无法通过块矩阵半正定条件来表达。这就是连续时间与离散时间之间的
一个重要差别：连续时间可以用导数局部化，而离散时间的一步变化包含完整的
非线性复合 ϕ(F (x, u))。
线性离散时间系统的耗散性可通过块矩阵 M ≥ 0 判断，或等价地通过三条

矩阵因子方程判断。它是连续时间线性矩阵判据的离散对应物，但对一般非线性
离散系统并没有同样简单的公式。



第五章 稳定性：单环反馈、大规模互联与小增益

Σ1

V1, wi

Σ2

V2, wi

Σ3

V3, wi

H12 H23

H13

V =
∑

i Vi, Q̂ = HTQH +HTS + STH +R

图 5.1 大规模互联系统：每个子系统给出局部耗散证书，互联矩阵负责合账。

耗散理论的价值不在于给单个系统贴标签，而在于把局部能量证书组合成整
体稳定性结论。本章从 Q < 0 导出的有限增益稳定开始，逐步进入互联系统、无
源互联、小增益定理和锥形子系统。

定理 5.1（合账原则）. 若每个子系统都有自己的耗散不等式，把互联方程代入
并求和后，整体系统的稳定性可由一个聚合二次型的负定性判定。其本质是：局
部储能函数相加成为整体 Lyapunov 函数，互联矩阵只改变端口供给项。

5.1 稳定性：从单个系统到互联系统

5.1.1 本章概览

第 6 章开始证明全书最核心的一类结论：耗散性怎样推出稳定性。这一章的
基本主线是：

1. 如果一个系统对某个 (Q,S,R) 是 dissipative，且 Q < 0，那么可以推出
finite-gain stability。

2. 如果系统还有合适的状态空间实现和可检测性条件，则可以推出状态渐近稳
定。

3. 对复杂系统，单个系统的稳定判据往往不够实用；更重要的是把复杂系统拆
成互联系统，然后由各子系统的 dissipativity 组合出整体稳定条件。

为什么 Q < 0 这么关键。 供给率为：

w(y, u) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

如果 Q < 0，那么 yTQy 对输出 y 是负定项。也就是说，输出能量越大，这
一项越负。耗散不等式大致给出：

81
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〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

当 Q < 0 时，第一项会惩罚输出能量。为了不让总和变成负数，输出 y 的大
小必须被输入 u 控制住。这就是 finite-gain stability 的来源。如果 Q ≥ 0，输出
项不再惩罚输出大小，因此单凭这个不等式通常不能推出稳定性。但 Q ≥ 0 的子
系统仍可能是有用的，因为它可以与别的子系统互联后，在整体层面形成负定的
输出项。

本章为什么转向互联系统。 作者指出一个微妙问题：对单个简单系统，先找
(Q,S,R) cyclodissipativity，再加条件证明 dissipativity，有时会把稳定性当作前
提再证明稳定性，形成循环。工程上真正需要强工具的地方，是复杂系统。复杂
系统通常可以拆成若干子系统：

G1, G2, . . . , GN .

每个子系统可能只满足某种较弱的 dissipativity，但它们通过互联矩阵组合
后，整体的 Q̄ 可能变成负定，于是整体稳定。这就是第 6 章的大方向：不是只
问 “一个系统稳定吗”，而是问 “若每个子系统满足某种供给率约束，怎样判断互
联整体稳定”。

5.1.2 基本稳定性结果

本节给出两个基本稳定性定理：
1. 定理 12：(Q,S,R)-dissipativity 加 Q < 0 推出 finite-gain input-output sta-

bility。
2. 定理 14：如果还有 ZSD 状态空间实现，则推出状态渐近稳定。
中间还给出 weak dissipativity 对应的 weak finite-gain stability。

定理 12：Q < 0 耗散推出有限增益稳定。 定理说：若系统 G 对某个 Q < 0 是
(Q,S,R)-dissipative，则 G 是 finite-gain stable。输入输出记号为：

y = Gu.

由 dissipativity，得到对所有截断时间 T：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

这里：
• 〈f, g〉T 是截断内积。
• Q 自伴且负定。
• R 自伴。
• S 是输入输出交叉项算子或矩阵。
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目标是证明存在常数 γ，使：

‖y‖T ≤ γ‖u‖T

或在弱形式中加常数项。这里定理 12 是普通 finite-gain，所以没有常数偏置
项。

第一步：把 Q < 0 写成平方形式。 因为 Q < 0，所以 −Q > 0。于是可以因子分
解：

Q = −M∗M,

其中：
• M 是可逆算子或矩阵。
• M∗ 是 M 的伴随；在实矩阵中就是 MT。
• M∗M 是正定的。
定义：

K = (M∗)−1S.

于是：

M∗K =M∗(M∗)−1S = S.

这个定义的目的，是让交叉项 〈y, Su〉T 出现在平方展开中。

第二步：展开 ‖My −Ku‖2T。 考虑：

‖My −Ku‖2T = 〈My −Ku,My −Ku〉T .

按内积分配律展开：

〈My −Ku,My −Ku〉T

= 〈My,My〉T − 〈My,Ku〉T − 〈Ku,My〉T + 〈Ku,Ku〉T .

第一项：

〈My,My〉T = 〈y,M∗My〉T .

因为：

Q = −M∗M,

所以：
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M∗M = −Q.

因此：

〈My,My〉T = −〈y,Qy〉T .

第二项：

〈My,Ku〉T = 〈y,M∗Ku〉T .

由于 M∗K = S，得到：

〈My,Ku〉T = 〈y, Su〉T .

第三项在实内积下与第二项相同：

〈Ku,My〉T = 〈y, Su〉T .

更严格地说，它是相应标量的转置/伴随，最终与交叉项合并为 2〈y, Su〉T。第
四项：

〈Ku,Ku〉T = 〈u,K∗Ku〉T .

现在计算 K∗K。由：

K = (M∗)−1S,

得：

K∗ = S∗M−1.

所以：

K∗K = S∗M−1(M∗)−1S.

而：

Q−1 = (−M∗M)−1 = −M−1(M∗)−1.

因此：

M−1(M∗)−1 = −Q−1.

代入：

K∗K = −S∗Q−1S.



第五章 稳定性：单环反馈、大规模互联与小增益 85

在实矩阵记号中 S∗ = ST，所以：

〈Ku,Ku〉T = −〈u, STQ−1Su〉T .

把四项合并：

‖My −Ku‖2T = −〈y,Qy〉T − 2〈y, Su〉T − 〈u, STQ−1Su〉T .

第三步：用耗散不等式给出上界。 把上式加减 〈u,Ru〉T：

‖My −Ku‖2T = − [〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ]

+〈u, (R− STQ−1S)u〉T .

由 dissipativity：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

所以负号后的括号满足：

− [〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ] ≤ 0.

因此：

‖My −Ku‖2T ≤ 〈u, (R− STQ−1S)u〉T .

选择 α > 0，使：

R− STQ−1S ≤ α2I.

这样的 α 总能选到，只要左边是有界自伴矩阵或算子；取足够大的 α 即可。
于是：

〈u, (R− STQ−1S)u〉T ≤ α2〈u, u〉T = α2‖u‖2T .

因此：

‖My −Ku‖2T ≤ α2‖u‖2T .

两边开平方：

‖My −Ku‖T ≤ α‖u‖T .
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第四步：从 My −Ku 控制 y。 由三角不等式：

‖My‖T = ‖(My −Ku) +Ku‖T ≤ ‖My −Ku‖T + ‖Ku‖T .

前一项有界：

‖My −Ku‖T ≤ α‖u‖T .

后一项：

‖Ku‖T ≤ ‖K‖‖u‖T .

所以：

‖My‖T ≤ (α+ ‖K‖)‖u‖T .

因为 M 可逆：

y =M−1My.

于是：

‖y‖T ≤ ‖M−1‖‖My‖T .

代入：

‖y‖T ≤ ‖M−1‖(α+ ‖K‖)‖u‖T .

令：

γ = ‖M−1‖(α+ ‖K‖),

就得到：

‖y‖T ≤ γ‖u‖T .

这就是 finite-gain stability。

关于 R− STQ−1S 的意义。 证明中出现了矩阵：

R− STQ−1S.

它类似 Schur complement。它决定了供给率对输入部分的剩余正性。如果：

R− STQ−1S < 0,

那么供给率在某些输入方向上会过于负。原文指出，在这种情况下实际上不
可能存在 (Q,S,R)-dissipative系统。这说明不是所有形式上写得出来的 (Q,S,R)

三元组都有实际意义。
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定理 13：weak dissipativity 推出 weak finite-gain stability。 weak
(Q,S,R)-dissipativity 的定义是存在常数 β，使：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T + β ≥ 0.

等价于：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ −β.

按定理 12 的同样推导，会得到：

‖My −Ku‖2T ≤ α2‖u‖2T + β.

这不再给出纯粹线性增益界：

‖y‖T ≤ γ‖u‖T .

而给出带偏置的界：

‖y‖T ≤ γ‖u‖T + c,

或平方形式：

‖y‖2T ≤ a‖u‖2T + b.

这就是 weak finite-gain stability。

ZSD：zero-state detectable。 为了从输入输出稳定转向状态稳定，需要一个
可检测性假设。定义 16：系统 G 是 zero-state detectable，简称 ZSD，如果存在：

• 一个时间长度 T > 0。
• 一个连续严格单调函数 α : R+ → R+。
• α(0) = 0，且 α(σ) > 0 对所有 σ > 0 成立。
使得在零输入：

u(t) = 0, t ≥ t0

并且任意初始状态：

x(t0) = x0

下，输出满足： ∫ t0+T

t0

y(t)T y(t) dt ≥ α(|x0|).

这里 |x0| 是状态空间中的度量或范数。直观解释：如果初始状态 x0 不为零，
那么在未来长度为 T 的时间窗口里，输出不能完全看不见它。状态越大，输出能
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量至少要有某个正下界。这正是 “没有隐藏状态”的要求。对线性系统，它等价于
observability。

定理 14：耗散加 ZSD 推出渐近稳定。 定理说：如果输入输出映射 G 有一个
ZSD 状态空间实现，并且 G 对某个 Q < 0 是 (Q,S,R)-dissipative，那么状态空
间模型渐近稳定。

证明思路一：储能单调下降。 耗散不等式：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

[
yTQy + 2yTSu+ uTRu

]
dt ≥ ϕ(x(t1)).

令零输入：

u(t) = 0.

则交叉项和输入项消失：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTQy dt ≥ ϕ(x(t1)).

因为 Q < 0，所以：

yTQy ≤ 0.

因此： ∫ t1

t0

yTQy dt ≤ 0.

耗散不等式给出：

ϕ(x(t1)) ≤ ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTQy dt ≤ ϕ(x(t0)).

所以 ϕ(x(t)) 沿零输入轨迹单调不增。又因为 storage function 非负：

ϕ(x) ≥ 0,

单调不增且有下界的函数必然收敛到某个极限：

ϕ(x(t)) → ϕf ≥ 0.

如果在极限集合里输出仍然非零，那么由于 Q < 0，会有：∫
yTQy dt < 0,
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从而 ϕ 还会继续下降，矛盾。因此极限集合中必须有：

y(t) = 0.

ZSD 再告诉我们：若零输入下输出持续看不见，只能说明状态趋向零。所以：

x(t) → 0.

这就是渐近稳定。

证明思路二：直接使用 ZSD 下界。 为了避免 “极限集合” 语言，原文给出更直
接的证明。因为 Q < 0，存在 µ > 0，使：

yTQy ≤ −µyT y.

这里 µ 可以取为 −Q 的最小特征值。原文用 “Q 的最大也就是最不负的特征
值” 来描述同一件事；为了避免符号混乱，这里记正数 µ > 0。在零输入下，从 t

到 t+ T 的耗散不等式给出：

ϕ(x(t)) +

∫ t+T

t

yTQy dτ ≥ ϕ(x(t+ T )).

移项：

ϕ(x(t))− ϕ(x(t+ T )) ≥ −
∫ t+T

t

yTQy dτ.

由 yTQy ≤ −µyT y，得到：

−yTQy ≥ µyT y.

所以：

ϕ(x(t))− ϕ(x(t+ T )) ≥ µ

∫ t+T

t

yT y dτ.

由 ZSD： ∫ t+T

t

yT y dτ ≥ α(|x(t)|).

因此：

ϕ(x(t))− ϕ(x(t+ T )) ≥ µα(|x(t)|).

也就是：

µα(|x(t)|) ≤ ϕ(x(t))− ϕ(x(t+ T )).
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因为 ϕ(x(t)) 单调下降并收敛，故对任意 ϵ > 0，当 t 足够大时：

ϕ(x(t))− ϕ(x(t+ T )) < ϵ.

于是：

µα(|x(t)|) < ϵ.

因为 µ > 0，得到：

α(|x(t)|) < ϵ

µ
.

令 ϵ→ 0，有：

α(|x(t)|) → 0.

由于 α 严格单调且 α(σ) > 0 对 σ > 0，只能推出：

|x(t)| → 0.

所以状态渐近稳定。本节建立了第 6 章后续所有稳定结论的基础：
• Q < 0 给出输出能量惩罚。
• dissipativity 因而推出 finite-gain stability。
• 加 ZSD 后，输出趋零能推出状态趋零。
• storage function 在证明中扮演 Lyapunov-like function，但不要求事先证明
它可微。

5.1.3 互联系统

本节研究由 N 个子系统线性互联形成的复杂系统。核心目标是：如果每
个子系统都有自己的 (Qi, Si, Ri)-dissipativity，怎样推出整体系统的 (Q̄, S̄, R̄)-
dissipativity，并进一步得到稳定性。

子系统与整体输入输出。 设第 i 个子系统满足：

〈yi, Qiyi〉T + 2〈yi, Siui〉T + 〈ui, Riui〉T ≥ 0.

把所有子系统输入堆叠为一个大向量：

u =


u1
u2
...
uN

 ,
输出也堆叠为：
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y =


y1
y2
...
yN

 .
定义块对角矩阵：

Q = blockdiag(Q1, . . . , QN ),

S = blockdiag(S1, . . . , SN ),

R = blockdiag(R1, . . . , RN ).

那么把所有子系统不等式相加，得到：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

互联方程。 系统互联由：

u = ue −Hy

给出。这里：
• ue 是外部输入向量。
• H 是互联矩阵。
• −Hy 表示由其他子系统输出反馈到当前子系统输入的内部连接。
为什么使用 u = ue −Hy 而不是更一般的 u = Jue −Hy？作者解释说，稳

定性分析应把每个可能进入内部输入端口的噪声都作为外部输入考虑。即使某些
端口没有 “人为施加”的输入，也可能有扰动。若这些扰动能激发不稳定模式，那
么忽略它们会误判稳定性。

代入互联方程。 从整体耗散不等式开始：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

代入：

u = ue −Hy.

第一项不变：

〈y,Qy〉T .
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第二项：

2〈y, S(ue −Hy)〉T = 2〈y, Sue〉T − 2〈y, SHy〉T .

第三项：

〈ue −Hy,R(ue −Hy)〉T .

展开：

= 〈ue, Rue〉T − 〈ue, RHy〉T − 〈Hy,Rue〉T + 〈Hy,RHy〉T .

由于 R 自伴，两个交叉项合并为：

−2〈Hy,Rue〉T .

而：

〈Hy,Rue〉T = 〈y,HTRue〉T .

所以外部输入交叉项为：

2〈y, Sue〉T − 2〈y,HTRue〉T = 2〈y, (S −HTR)ue〉T .

输出二次项来自三部分：
1. 原来的 〈y,Qy〉T。
2. −2〈y, SHy〉T。
3. 〈Hy,RHy〉T = 〈y,HTRHy〉T。
把第二项对称化：

−2〈y, SHy〉T = −〈y, SHy〉T − 〈y,HTST y〉T .

因此新的输出矩阵为：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH.

新的交叉矩阵为：

S̄ = S −HTR.

新的输入矩阵为：

R̄ = R.

所以整体系统是：

(Q̄, S̄, R̄)-dissipative.
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定理 15：互联系统稳定条件。 定理说：由

u = ue −Hy

定义的互联系统，如果：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH < 0,

则整体系统 finite-gain stable。如果此外每个子系统都有 ZSD状态空间实现，
那么把所有子系统状态拼接起来得到的整体状态空间模型渐近稳定。

状态空间部分为什么成立。 第 i 个子系统 ZSD 表示存在：∫ t0+Ti

t0

yi(t)
T yi(t) dt ≥ αi(|xi(t0)|).

取：

T = max
i
Ti.

把所有子系统输出能量相加：∫ t0+T

t0

y(t)T y(t) dt =
∑
i

∫ t0+T

t0

yi(t)
T yi(t) dt.

每个输出至少能检测对应状态，所以：∫ t0+T

t0

y(t)T y(t) dt ≥
∑
i

αi(|xi(t0)|).

右侧作为整体状态：

x =

x1...
xN


的检测函数。只要某个 xi 6= 0，对应 αi > 0，所以总和为正。因此整体也满

足 ZSD。

整体 storage function。 原文还指出，整体 storage function可以由子系统 stor-
age function 相加得到：

ϕ(x) =
∑
i

ϕi(xi).

证明思想很直接：每个子系统有：
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ϕi(xi(t0)) + 〈yi, Qiyi〉T + 2〈yi, Siui〉T + 〈ui, Riui〉T ≥ ϕi(xi(t1)).

把所有 i 相加：

∑
i

ϕi(xi(t0)) + 〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥
∑
i

ϕi(xi(t1)).

代入互联方程后，就得到整体耗散不等式。于是：

ϕ(x) =
∑
i

ϕi(xi)

是整体系统的一个 storage function。这也解释了为什么 storage function 像
Lyapunov 函数：它沿零外部输入轨迹单调不增。但作者强调，它不一定可微，所
以严格说不一定是经典 Lyapunov 函数。互联系统的关键计算是：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH,

S̄ = S −HTR,

R̄ = R.

只要 Q̄ < 0，整体稳定。后续小节就是把这个条件应用到 passive、finite-gain、
conic 等不同子系统类别。

5.1.4 中性互联

本节定义 neutral interconnection：互联后系统的 dissipativity 参数不变。它
解释了为什么某些互联，特别是被动系统的负反馈互联，不会破坏 passivity。

neutral interconnection 的定义。 互联后参数为：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH,

S̄ = S −HTR,

R̄ = R.

如果：

(Q̄, S̄, R̄) = (Q,S,R),

则称 H 描述一个 neutral interconnection。
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求条件。 首先：

R̄ = R

自动成立。要求：

S̄ = S.

即：

S −HTR = S.

两边减去 S：

−HTR = 0.

所以：

HTR = 0.

再要求：

Q̄ = Q.

即：

Q− SH −HTST +HTRH = Q.

两边减去 Q：

−SH −HTST +HTRH = 0.

由于已经有 HTR = 0，所以：

HTRH = 0.

于是剩下：

−SH −HTST = 0.

等价于：

SH +HTST = 0.

因此 neutral interconnection 的条件是：

HTR = 0, SH +HTST = 0.
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平行互联。 最简单情形是没有反馈：

H = 0.

这时：

HTR = 0, SH +HTST = 0

都显然成立。因此平行互联是 neutral 的。

被动系统的重要特例。 对 passivity，典型参数是：

(Q,S,R) = (0, I, 0)

或更一般：

(Q, I, 0).

此时：

R = 0, S = I.

第一个条件：

HTR = 0

自动成立。第二个条件：

SH +HTST = 0

变成：

H +HT = 0.

也就是说，互联矩阵必须是 skew-symmetric，即反对称矩阵。这正是负反馈
互联背后的代数结构。一个子系统输出进入另一个子系统时，如果功率在内部端
口之间守恒且符号相反，那么互联本身不产生也不消耗能量，所以保持 passivity。

neutral interconnection的意义是：互联只重新分配内部能量，不改变整体供
给率类型。对 S = I,R = 0 的系统，条件 H +HT = 0 是 “内部功率交换守恒”
的矩阵表达。

5.1.5 单环反馈系统

本节把 6.3 的一般互联系统公式应用到最简单也最重要的互联：两个子系统
组成的单环反馈。它解释了 passivity、input strict passivity、output strict pas-
sivity、very strict passivity 之间怎样互相补偿。
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单环互联方程。 两个子系统输入输出为：

u1, u2, y1, y2.

外部输入为：

ue1, ue2.

互联方程：

u1 = ue1 − y2,

u2 = ue2 + y1.

写成向量：

u =

[
u1
u2

]
, ue =

[
ue1
ue2

]
, y =

[
y1
y2

]
.

我们希望写成：

u = ue −Hy.

需要：

Hy =

[
y2
−y1

]
.

因此：

H =

[
0 I

−I 0

]
.

可以检查：

Hy =

[
0 I

−I 0

][
y1
y2

]
=

[
y2
−y1

]
.

所以：

ue −Hy =

[
ue1
ue2

]
−

[
y2
−y1

]
=

[
ue1 − y2
ue2 + y1

]
.
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计算整体 Q̄。 设两个子系统的参数为：

Q =

[
Q1 0

0 Q2

]
, S =

[
S1 0

0 S2

]
, R =

[
R1 0

0 R2

]
.

整体输出矩阵：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH.

先算 SH：

SH =

[
S1 0

0 S2

][
0 I

−I 0

]
=

[
0 S1

−S2 0

]
.

再算 HT。因为：

H =

[
0 I

−I 0

]
,

所以：

HT =

[
0 −I
I 0

]
.

而：

ST =

[
ST
1 0

0 ST
2

]
.

于是：

HTST =

[
0 −I
I 0

][
ST
1 0

0 ST
2

]
=

[
0 −ST

2

ST
1 0

]
.

所以：

−SH −HTST = −

[
0 S1

−S2 0

]
−

[
0 −ST

2

ST
1 0

]

=

[
0 ST

2 − S1

S2 − ST
1 0

]
.

再算 HTRH。先：

RH =

[
R1 0

0 R2

][
0 I

−I 0

]
=

[
0 R1

−R2 0

]
.
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然后：

HTRH =

[
0 −I
I 0

][
0 R1

−R2 0

]
=

[
R2 0

0 R1

]
.

所以：

Q̄ =

[
Q1 +R2 ST

2 − S1

S2 − ST
1 Q2 +R1

]
.

严格被动性的互补。 若两个子系统分别是：

(−ϵ11I, I,−ϵ21I)

和：

(−ϵ12I, I,−ϵ22I)

dissipative，则：

Q1 = −ϵ11I, S1 = I, R1 = −ϵ21I,

Q2 = −ϵ12I, S2 = I, R2 = −ϵ22I.

代入：

Q̄ =

[
−(ϵ11 + ϵ22)I 0

0 −(ϵ12 + ϵ21)I

]
.

因为：

ST
2 − S1 = I − I = 0,

S2 − ST
1 = I − I = 0.

若：

ϵ11 + ϵ22 > 0, ϵ12 + ϵ21 > 0,

则：

Q̄ < 0.

于是整体稳定。这说明：
• 两个系统都 ISP 可以稳定。
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• 两个系统都 OSP 可以稳定。
• 一个 passive，另一个 VSP 也可以稳定。
• 甚至某些 ϵij 为负也可以，只要相应和为正。
这里的本质是：一个子系统在输出端缺少的严格性，可以由另一个子系统在

输入端提供。

有限增益子系统的小增益条件。 若两个子系统都有有限增益：

‖yi‖ ≤ ki‖ui‖,

则它们分别是：

(−I, 0, k2i I)

dissipative。不加权时：

Q̄ =

[
(−1 + k22)I 0

0 (−1 + k21)I

]
.

这只给出：

k1 < 1, k2 < 1.

这很保守，因为经典小增益条件是：

k1k2 < 1.

如何得到经典条件？利用一个事实：如果系统是 (Q,S,R)-dissipative，则对
任意 α > 0，它也是：

(αQ,αS, αR)

dissipative。因为整个不等式乘以正数不改变方向。给第二个子系统乘权重
α，得到：

Q̄ =

[
(−1 + αk22)I 0

0 (−α+ k21)I

]
.

要求 Q̄ < 0，需要：

−1 + αk22 < 0 ⇐⇒ α <
1

k22
,

以及：

−α+ k21 < 0 ⇐⇒ α > k21.
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存在这样的 α 当且仅当：

k21 <
1

k22
.

两边乘以 k22 > 0：

k21k
2
2 < 1.

开平方：

k1k2 < 1.

这就是小增益定理。单环反馈把互联系统公式变成具体可算的稳定条件。对
passive-like 子系统，严格性可以在输入端和输出端之间交换；对 finite-gain 子系
统，适当缩放 dissipativity 参数可以恢复经典小增益条件 k1k2 < 1。

5.1.6 无源子系统

本节研究多个 passive 或 strongly passive 子系统的一般互联。核心问题是：
在什么结构条件下，整体 Q̄ 会变成负定，从而整体稳定？

定理 16 的设置。 假设：

H +HT ≥ 0,

且所有子系统 passive。把子系统分成四类：
1. 前 n1 个是 VSP。
2. 接下来 n2 个是 OSP。
3. 接下来 n3 个是 ISP。
4. 剩余 n4 = N − (n1 + n2 + n3) 个只是 passive。

VSP同时有 input strict和 output strict的负项。OSP只有输出严格项。ISP
只有输入严格项。普通 passive 没有严格项。因此整体参数可写成：

Q = diag(−Λ1,−Λ2, 0, 0),

S = I,

R = diag(−Λ3, 0,−Λ4, 0),

其中 Λi 都是正定对角矩阵。解释：
• −Λ1：VSP 子系统的 output strict 项。
• −Λ2：OSP 子系统的 output strict 项。
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• −Λ3：VSP 子系统的 input strict 项。
• −Λ4：ISP 子系统的 input strict 项。
把互联矩阵按四组分块：

H =


H11 H12 H13 H14

H21 H22 H23 H24

H31 H32 H33 H34

H41 H42 H43 H44

 .
定理的充分条件是：矩阵

Hpart =

[
H13 H14

H33 H34

]
的列线性无关。

为什么这个条件能保证稳定。 因为 S = I，整体输出矩阵为：

Q̄ = Q−H −HT +HTRH.

由假设：

H +HT ≥ 0,

所以：

−(H +HT ) ≤ 0.

又因为 R ≤ 0，所以对任意 y：

yTHTRHy = (Hy)TR(Hy) ≤ 0.

因此 Q̄ 是若干半负定项的和：

Q̄ = Q− (H +HT ) +HTRH.

要证明：

Q̄ < 0,

只需排除存在非零 y 使所有负项都为零。先看 Q 项：

yTQy = −yT1 Λ1y1 − yT2 Λ2y2.

因为 Λ1,Λ2 > 0，该项为零只能有：

y1 = 0, y2 = 0.
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所以可能逃过输出严格惩罚的向量只能形如：

y =


0

0

y3
y4

 .
再看 HTRH 项。令：

z = Hy.

由于：

R = diag(−Λ3, 0,−Λ4, 0),

所以：

zTRz = −zT1 Λ3z1 − zT3 Λ4z3.

这个为零要求：

z1 = 0, z3 = 0.

对上面受限的 y = [0, 0, y3, y4]
T，有：[

z1
z3

]
=

[
H13 H14

H33 H34

][
y3
y4

]
.

也就是： [
z1
z3

]
= Hpart

[
y3
y4

]
.

如果 Hpart 列线性无关，那么：

Hpart

[
y3
y4

]
= 0

只能推出：

y3 = 0, y4 = 0.

于是 y = 0。这说明不存在非零 y 让所有负项同时消失，因此：

Q̄ < 0.

由定理 15，整体稳定。
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定理的直观含义。 矩阵 Hpart 的行对应那些有 input strict 性质的子系统，列对
应那些没有 output strict 性质的子系统。也就是说：如果某些子系统输出端不严
格，那么它们的输出必须通过互联进入某些具有输入严格性的子系统；这样，缺
失的输出惩罚可以通过输入惩罚补回来。这就是 input strict 与 output strict 的
trade-off。

定理 17：不要求 strict passivity 的另一种方法。 定理 17 考虑所有子系统都
是 SISO passive，不要求 strongly passive。如果存在正定对角矩阵：

P = diag(p1, . . . , pN ) > 0,

使：

PH +HTP > 0,

则整体稳定。为什么？第 i 个 passive 子系统是：

(0, 1, 0)

dissipative。乘以正数 pi > 0 后，是：

(0, pi, 0)

dissipative。把所有子系统合起来：

Q = 0, S = P, R = 0.

整体输出矩阵：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH.

代入：

Q̄ = 0− PH −HTP + 0.

所以：

Q̄ = −(PH +HTP ).

若：

PH +HTP > 0,

则：

Q̄ < 0.

由定理 15，整体稳定。
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对角 P 的意义。 如果 P 不要求对角，那么寻找 P 使 PH + HTP > 0 类似
普通 Lyapunov 不等式。但这里 P 必须是对角矩阵，因为每个 pi 是对应子系统
dissipativity 不等式的正权重，不能随意混合不同子系统。
这就是为什么后面附录要讨论 quasidominant matrices 和 M-matrices：它们

给出判断是否存在这种正定对角 P 的可检验条件。本节给出两条 passive subsys-
tem 稳定路径：

• 定理 16：利用 VSP/OSP/ISP 的严格性在互联中互补。
• 定理 17：对 SISO passive 系统，寻找正对角权重 P，使 PH +HTP > 0。
两者都把问题化成了整体 Q̄ < 0。

5.1.7 小增益定理

本节把 6.3 的互联系统框架应用于多个 finite-gain 子系统，得到一个小增益
稳定定理。

子系统有限增益参数。 设第 i 个 SISO 子系统有限增益为 γi。也就是说：

‖yi‖ ≤ γi‖ui‖.

等价地：

‖yi‖2 ≤ γ2i ‖ui‖2.

移项：

−‖yi‖2 + γ2i ‖ui‖2 ≥ 0.

所以它是：

(−1, 0, γ2i )

dissipative。乘以正权重 pi > 0，得到：

(−pi, 0, piγ2i )

dissipative。定义：

P = diag(p1, . . . , pN ) > 0,

Γ = diag(γ1, . . . , γN ).

于是整体：

Q = −P, S = 0, R = PΓ2.



第五章 稳定性：单环反馈、大规模互联与小增益 106

代入互联系统公式。 整体输出矩阵：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH.

因为 S = 0，交叉项消失：

Q̄ = −P +HTPΓ2H.

由于 P 与 Γ 都是对角矩阵，它们可交换：

PΓ2 = ΓPΓ.

令：

A = ΓH.

则：

ATPA = (ΓH)TP (ΓH) = HTΓPΓH = HTPΓ2H.

所以：

Q̄ = −P +ATPA.

要使：

Q̄ < 0,

等价于：

−P +ATPA < 0.

两边乘以 −1，不等号方向反转：

P −ATPA > 0.

定理 18。 定理说：如果第 i个子系统有限增益为 γi，并且每个子系统都是 SISO，
令：

Γ = diag(γ1, . . . , γN ), A = ΓH.

若存在正定对角矩阵 P，使：

P −ATPA > 0,

则整体系统稳定。
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与经典小增益的关系。 如果没有对角权重 P，最粗略条件类似：

‖A‖ < 1.

但定理 18 允许选择正对角 P，相当于给不同子系统通道不同尺度。这通常
能减少保守性。原文指出，一个充分但远非必要的检查方法是构造矩阵 Â：

âii = 1− |aii|,

âij = −|aij | (j 6= i).

如果 Â 的所有主子式为正，即它是一个 M-matrix，则存在合适的 P。这些
矩阵结果在附录中解释。

小增益判据的局限。 M-matrix检查的优点是容易验证。缺点是它本质上偏向 “弱
耦合系统”：每个子系统本身稳定，互联不要把它们破坏。但实际中也有另一类情
形：反馈可能改善稳定性。对这类系统，小增益/M-matrix条件可能过于保守。定
理 18 是多子系统版本的小增益定理：

P −ATPA > 0

是核心条件。它把 finite-gain 子系统的稳定互联问题转化为寻找一个正对角
缩放矩阵 P。

5.1.8 锥形子系统

本节处理 conic systems，也就是输入输出关系落在某个 sector 内或外的系
统。conicity 在非线性系统中很重要，因为许多静态非线性和频域条件都可表达
为 sector/cone 条件。

interior conic。 SISO 系统若满足：

〈y − au, bu− y〉T ≥ 0,

其中 b ≥ a，则称它在 sector [a, b] 内，即 interior conic。展开 integrand：

(y − au)(bu− y).

按分配律：

= y · bu− y · y − au · bu+ au · y.

逐项整理：
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= byu− y2 − abu2 + auy.

因为 SISO 情况下 yu = uy，所以：

= −y2 + (a+ b)yu− abu2.

写成 (Q,S,R) 供给率：

Qy2 + 2Syu+Ru2.

比较系数：

Q = −1, 2S = a+ b, R = −ab.
所以：

S =
1

2
(a+ b).

因此 interior conic 对应：(
−1,

1

2
(a+ b),−ab

)
.

exterior conic。 若：

〈y − au, bu− y〉T ≤ 0,

则称为 exterior conic，即在 sector 外。把不等式乘以 −1，得到：

〈−(y − au)(bu− y)〉T ≥ 0.

因此对应参数是 interior conic 的相反数：(
1,−1

2
(a+ b), ab

)
.

原文统一写为： (
−σi,

1

2
(ai + bi)σi,−aibiσi

)
,

其中：

σi = +1

表示 interior conic，

σi = −1

表示 exterior conic。
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有限增益是 conic 的特例。 如果系统有限增益 γ，即：

y2 ≤ γ2u2,

则：

γ2u2 − y2 ≥ 0.

这可以写成：

(y + γu)(γu− y) ≥ 0.

对应 sector：

[−γ, γ].

所以 finite-gain systems 是 interior conic systems 的特例。

矩阵定义。 对 N 个 conic 子系统，定义：

A = diag(a1, . . . , aN ),

B = diag(b1, . . . , bN ),

Σ = diag(σ1, . . . , σN ).

再定义：

C =
1

2
(A+B),

D =
1

2
(B −A).

其中：
• C 是 sector 中点。
• D 是 sector 半宽。
因为：

1

2
(a+ b)

是区间 [a, b] 中点，而：

1

2
(b− a)

是半宽。
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定理 19。 定理说：conic 子系统互联稳定，如果存在正定对角矩阵 P，使：

(I + CH)TPΣ(I + CH)− (DH)TPΣ(DH) > 0.

推导思路。 给每个子系统乘以正权重 pi，整体参数为：

Q = −PΣ,

S = CPΣ,

R = −ABPΣ.

代入：

Q̄ = Q− SH −HTST +HTRH.

得到：

Q̄ = −PΣ− CPΣH −HTPΣC −HTABPΣH.

另一方面，展开定理中的矩阵：

(I + CH)TPΣ(I + CH)

= PΣ+HTCPΣ+ PΣCH +HTCPΣCH.

因为 A,B,C,D, P,Σ 都是对角矩阵，可以相互交换。并且：

C2 −D2 = AB.

验证：

C2 −D2 =

(
A+B

2

)2

−
(
B −A

2

)2

=
A2 + 2AB +B2

4
− B2 − 2AB +A2

4

=
4AB

4
= AB.

于是：

HTCPΣCH −HTDPΣDH = HT (C2 −D2)PΣH = HTABPΣH.
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因此：

(I + CH)TPΣ(I + CH)− (DH)TPΣ(DH)

正好是 −Q̄。所以若该矩阵正定，就有：

Q̄ < 0.

由定理 15，整体稳定。conic stability theorem 把 sector 条件统一进 dissipa-
tivity 框架。它比纯小增益更灵活，因为 sector [a, b] 不只是约束输出幅值，还包
含输入输出之间的相位/符号/斜率关系。

5.1.9 例 s
本节用两个例子说明：同样的互联系统，用不同矩阵判据会得到不同保守程

度的稳定范围。重点不是计算某个具体系统，而是理解 “明显条件” 不一定是最
好的条件。

例 1：两个有限增益子系统。 设有两个 finite-gain 子系统，每个增益不超过：

1

2
.

互联矩阵：

H =

[
1 −1

−1 −k

]
.

由定理 18，定义：

Γ =

[
1
2

0

0 1
2

]
,

因此：

A = ΓH =

[
1
2

0

0 1
2

][
1 −1

−1 −k

]
=

[
1
2

− 1
2

− 1
2

−k
2

]
.

最简单的附录 M-matrix 方法构造：

âii = 1− |aii|, âij = −|aij | (j 6= i).

所以：

Â =

[
1− 1

2
− 1

2

− 1
2

1− |k|
2

]
=

[
1
2

− 1
2

− 1
2

1− |k|
2

]
.
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正主子式要求：第一主子式：

1

2
> 0.

第二个对角主子式：

1− |k|
2
> 0 ⇐⇒ |k| < 2.

行列式：

det Â =
1

2

(
1− |k|

2

)
− 1

4
.

展开：

=
1

2
− |k|

4
− 1

4
=

1

4
− |k|

4
=

1− |k|
4

.

要求：

det Â > 0 ⇐⇒ |k| < 1.

所以这个方法给出：

|k| < 1.

原文接着说，可以改用另一种附录判据：令

F = (I −A)(I +A)−1.

当 F 是 2× 2 矩阵时，存在正对角 P 使：

PF + F TP > 0

等价于 F 有正主子式。这个条件给出更宽范围：

−1 < k <
5

3
.

这说明：最直接的 M-matrix 条件只是充分条件，可能保守。

例 2：三个子系统的互联。 第二个例子有三个子系统，带局部反馈增益：

α, β, γ,

以及整体正反馈增益：

k.
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互联矩阵为：

H =

−1 β 0

α 0 −k
0 −1 γ

 .
定理 16 在这里不能给出稳定性，因为没有子系统是 VSP 或 ISP。于是尝试

定理 17：寻找正对角矩阵 P，使：

PH +HTP > 0.

一个充分条件是 H quasidominant。原文给出的对应范围是：

α > 0, β > 0, γ > 0, |k| < αβγ.

但使用 decision theory 方法，可以得到存在合适 P 的充要条件：

α > 0, β > 0, γ > 0, −8αβγ < k < αβγ.

这个范围明显更大，尤其是负方向允许到 −8αβγ。两个例子共同说明：
1. dissipativity 框架能统一多种稳定判据。
2. 同一个稳定问题可以有多个充分条件。
3. 越容易检查的条件通常越保守。
4. 选择好的矩阵变换或对角缩放，可能显著扩大可证明稳定的参数范围。
这为后面附录中的矩阵工具埋下伏笔。
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ReG(jω)

ImG(jω)

圆/扇区约束

Nyquist 曲线

图 6.1 频域图形判据：Nyquist 曲线、圆、半平面与乘子。

如果耗散性能够推出稳定性，那么它的反面也能提供失稳判据。本章先讲输
入输出和状态空间层面的失稳逻辑，再转向频域判据。频域部分的重点不是背公
式，而是理解：二次供给率在频域中变成 Hermitian矩阵非负性；标量情况下，它
又可画成圆、半平面、Popov 曲线或乘子变换后的几何约束。

6.1 失稳判据：耗散性的反面

6.1.1 不稳定性判据的语言

第 6 章给出了一系列稳定的充分条件。第 7 章反过来问：能不能得到不稳定
的充分条件？一般来说，想得到 “稳定的充要条件” 很难。Moylan 的策略是：

1. 先给出稳定的充分条件。
2. 再给出不稳定的充分条件。
3. 用两边夹逼的方式理解 stability 和 dissipativity 之间的空隙。
本章的核心洞见是：当 Q ≤ 0 时，如果一个系统满足某种 “最终/循环意义

下的耗散性”，但又不满足真正的 dissipativity，那么这通常指向不稳定。

回顾输入输出稳定性。 为了讨论不稳定，先回到第 2章的信号空间。基本信号空
间：

U, Y

分别是小输入信号空间和小输出信号空间。通常它们是有限能量空间，比如
L2。扩展空间：

114
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Ue = {u : PTu ∈ U for all T},

Ye = {y : PT y ∈ Y for all T}.

这里：
• PT 是 causal truncation operator。
• PTu 表示把 u 截断到时间 T 之前。
• u ∈ Ue 表示：虽然 u 整体可能不是有限能量，但任意有限时间窗口内都是
有限能量。
系统：

y = Gu

被看成从 Ue 到 Ye 的映射。input-output stable 的定义：

u ∈ U =⇒ Gu ∈ Y.

也就是说，小输入产生小输出。定义：

K(G) = {u ∈ U : Gu ∈ Y }.

那么：

G input-output stable ⇐⇒ K(G) = U.

如果存在某个 u ∈ U 使 Gu /∈ Y，则 G input-output unstable。

回顾 UVD。 定义 17：系统 y = Gu是 (Q,S,R) ultimately virtually dissipative，
简称 UVD，如果：

〈y,Qy〉+ 2〈y, Su〉+ 〈u,Ru〉 ≥ 0

对所有：

u ∈ K(G)

成立。注意这里不是对所有 u ∈ U 成立，而只对那些产生小输出的输入成立。
这就是 “ultimately virtually” 的含义：它只在输入输出都足够良好的轨道上检查
供给率。
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ultimately dissipative。 定义 18：如果系统是 UVD，并且：

K(G) = U,

则称它 ultimately dissipative。也就是说：

ultimately dissipative = UVD + input-output stable.

这一定义很关键。它意味着：若一个系统 UVD 但不 dissipative，那么如果
它还 input-output stable，就会很接近 ultimately dissipative。下一节正是利用这
个逻辑推出矛盾。

因果性。 本章还需要 causality：

PTGPT = PTG.

意思是：时间 T 之前的输出只由时间 T 之前的输入决定。这在讨论输入输
出不稳定时很重要，因为我们会把一个扩展输入 u ∈ Ue 截断成 PTu ∈ U，然后
比较截断前后的输出历史。第 7.1 节建立本章语言：

• K(G) 是小输入中能产生小输出的集合。
• stable 等价于 K(G) = U。
• UVD 只在 K(G) 上检查非截断供给率。
• ultimately dissipative 是 UVD 加 input-output stable。
• causality 让截断论证成立。

6.1.2 基本输入输出不稳定性结果

本节证明两个输入输出层面的结果：
1. 定理 20：当 Q ≤ 0且系统 causal时，ultimately dissipative推出 dissipative。
2. 定理 21：当 Q ≤ 0且系统 causal时，如果系统 UVD但不是 dissipative，则
系统 input-output unstable。
这两个定理合起来给出一个非常清楚的逻辑链：

UVD + stable =⇒ ultimately dissipative =⇒ dissipative.

所以：

UVD but not dissipative =⇒ not stable.

定理 20：ultimately dissipative 推出 dissipative。 假设：
• G causal。
• G 是 (Q,S,R) ultimately dissipative。
• Q ≤ 0。
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要证明：G 是 (Q,S,R) dissipative。

第一步：ultimately dissipative 给出的全时域不等式。 ultimately dissipative
意味着：

K(G) = U

且对所有 u ∈ U：

〈y,Qy〉+ 2〈y, Su〉+ 〈u,Ru〉 ≥ 0.

这里 y = Gu。dissipative 要求的是截断形式：对所有 u ∈ Ue 和所有 T：

〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T ≥ 0.

所以证明任务是：从完整小信号空间上的不等式，推出任意扩展输入的截断
不等式。

第二步：截断输入。 任取：

u ∈ Ue.

任取截断时间 T。定义：

u1 = PTu.

因为 u ∈ Ue，所以：

u1 ∈ U.

令：

y = Gu, y1 = Gu1.

由于 u1 ∈ U，ultimately dissipative 给出：

〈y1, Qy1〉+ 2〈y1, Su1〉+ 〈u1, Ru1〉 ≥ 0.

现在要把这个完整内积不等式转换成关于 u, y 的截断内积。

第三步：利用因果性比较过去输出。 因果性：

PTGPT = PTG.

于是：
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PT y1 = PTGu1 = PTG(PTu).

由因果性：

PTG(PTu) = PTGu = PT y.

所以：

PT y1 = PT y.

也就是说，y1 和 y 在时间 T 之前完全相同。它们在 T 之后可能不同，但截
断内积只关心过去。因为 u1 = PTu，所以 u1 在 T 之后为零。因此：

〈y1, Su1〉 = 〈y, Su〉T ,

〈u1, Ru1〉 = 〈u,Ru〉T .

第四步：处理 Q 项。 由于 Q ≤ 0，可以写成：

Q = −M∗M.

于是：

〈y1, Qy1〉 = −〈My1,My1〉 = −‖My1‖2.

完整范数大于等于截断范数：

‖My1‖2 ≥ ‖PTMy1‖2.

乘以负号，不等号反向：

−‖My1‖2 ≤ −‖PTMy1‖2.

所以：

〈y1, Qy1〉 ≤ −〈PTMy1, PTMy1〉.

因为 M 是 memoryless operator，所以它与截断可交换：

PTMy1 = PTMPT y1.

又因为：

PT y1 = PT y,
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得到：

PTMy1 = PTMy.

于是：

−〈PTMy1, PTMy1〉 = −〈PTMy,PTMy〉 = 〈y,Qy〉T .

因此：

〈y1, Qy1〉 ≤ 〈y,Qy〉T .

第五步：合并得到截断耗散不等式。 从：

0 ≤ 〈y1, Qy1〉+ 2〈y1, Su1〉+ 〈u1, Ru1〉

以及：

〈y1, Qy1〉 ≤ 〈y,Qy〉T ,

〈y1, Su1〉 = 〈y, Su〉T ,

〈u1, Ru1〉 = 〈u,Ru〉T ,

得到：

0 ≤ 〈y,Qy〉T + 2〈y, Su〉T + 〈u,Ru〉T .

这正是 (Q,S,R)-dissipativity。

定理 21：UVD 但非 dissipative 推出 input-output unstable。 假设：
• G causal。
• G 是 (Q,S,R) UVD。
• G 不是 (Q,S,R) dissipative。
• Q ≤ 0。
要证明：G input-output unstable。反证。假设 G input-output stable，则：

K(G) = U.

又因为 G UVD，所以：

G ultimately dissipative.

由定理 20：
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G dissipative.

这与假设 “不是 dissipative” 矛盾。所以 G 不可能 input-output stable，也
就是 input-output unstable。

这个结论的意义。 当 Q < 0 时，第 6 章说：

dissipative =⇒ stable.

本节说：

UVD but not dissipative =⇒ unstable.

这给出了一个漂亮对称性：
• 真正的 dissipativity 足以推出稳定。
• 只有 ultimate virtual dissipativity 而没有真正 dissipativity，则推出不稳定。
但这个对称性依赖：

Q ≤ 0.

若 Q 符号不定，类似结论一般不能成立。

6.1.3 状态空间不稳定性结果

本节把上一节的输入输出不稳定思想转成状态空间语言。对应关系是：
• 输入输出中的 UVD 近似对应状态空间中的 cyclodissipativity。
• 输入输出中的 dissipativity 对应存在非负 storage function。
• 因此，若系统 cyclodissipative 但不是 dissipative，且 Q ≤ 0，则它不可能是

Lyapunov 意义下的渐近稳定。

三种状态稳定概念。 零输入下，状态轨迹 x(t) 可能有几种行为：
1. Lyapunov stable：任意初始状态下，x(t) 对所有 t 有界。
2. Asymptotically stable：x(t) 有界且：

x(t) → 0 (t→ ∞).

3. Lyapunov unstable：存在某些初始状态，使：

‖x(t)‖ → ∞

或至少无界增长。本节证明的是 “不渐近稳定”，不一定证明 “无界发散”。这
点很重要。
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定理 22。 定理说：若系统 G 是 (Q,S,R)-cyclodissipative，但不是 (Q,S,R)-
dissipative，且：

Q ≤ 0,

则 G 不是 Lyapunov 意义下渐近稳定。

证明细节。 cyclodissipativity 意味着存在 virtual storage function ϕ(x)，满足：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

[
yTQy + 2yTSu+ uTRu

]
dt ≥ ϕ(x(t1)).

令零输入：

u(t) = 0.

则：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTQy dt ≥ ϕ(x(t1)).

因为：

Q ≤ 0,

所以：

yTQy ≤ 0.

于是： ∫ t1

t0

yTQy dt ≤ 0.

因此：

ϕ(x(t1)) ≤ ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTQy dt ≤ ϕ(x(t0)).

所以沿零输入轨迹：

ϕ(x(t))

单调不增。现在反设系统渐近稳定。则对任意初始状态：

x(t) → 0.

把 virtual storage function 规范化为：
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ϕ(0) = 0

后，若 ϕ 沿轨迹在原点连续，就有：

ϕ(x(t)) → ϕ(0) = 0.

又因为 ϕ(x(t)) 单调不增并最终趋向 0，所以初值必须满足：

ϕ(x(t0)) ≥ 0.

如果某个初始状态有 ϕ(x(t0)) < 0，单调不增的函数不可能最后升到 0。由于
初始状态任意，得到：

ϕ(x) ≥ 0 for all x.

这意味着 virtual storage function 实际上是非负 storage function。于是系统
就是 (Q,S,R)-dissipative。这与假设 “cyclodissipative 但不是 dissipative” 矛盾。
因此系统不可能渐近稳定。

频域直觉。 原文给出线性系统的直观解释。后面第 8 章会证明，线性系统的 dis-
sipativity 可用频域矩阵：

M(s) = G(s)∗QG(s) +G(s)∗S + STG(s) +R

来判断。这里：
• G(s) 是传递函数矩阵。
• G(s)∗ 是在频域中的共轭转置。
• s 是复频率变量。

dissipativity 大致要求：

M(s) ≥ 0

在整个右半平面：

Re s ≥ 0

成立。cyclodissipativity 只要求：

M(jω) ≥ 0

对所有实频率 ω 成立。也就是说：
• dissipativity 检查右半平面内部和边界。
• cyclodissipativity 只检查边界 jω 轴。
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复分析中，函数在区域内部的行为与边界值之间的关系，通常取决于区域内
的极点数量。右半平面极点正是线性系统不稳定模态。因此：

cyclodissipative but not dissipative

和 unstable poles 相关，是非常自然的。状态空间版本的结论是：若 Q ≤ 0，
一个系统如果只有 cyclodissipativity 而没有真正 dissipativity，那么它不可能全
局渐近稳定到原点。它可能发散，也可能进入极限环，还可能收敛到非原点平衡
点；定理只排除 “所有初始状态都趋向原点”。

6.1.4 互联系统的不稳定性

本节把不稳定结论推广到互联系统，核心问题是：如果多个子系统互联，其
中至少一个子系统只是 UVD/cyclodissipative 而不是 dissipative，那么整体什么
时候必然不稳定？

互联系统设置。 有 N 个子系统：

yi = Giui, i = 1, . . . , N.

把输入输出堆叠：

u =


u1
u2
...
uN

 , y =


y1
y2
...
yN

 .
把参数组成块对角矩阵：

Q = diag(Q1, . . . , QN ),

S = diag(S1, . . . , SN ),

R = diag(R1, . . . , RN ).

互联为：

u = uext −Hy.

代入和第 6 章一样得到：

Q̂ = Q− SH −HTST +HTRH,
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Ŝ = S −HTR,

R̂ = R.

因此整体系统是：

(Q̂, Ŝ, R̂)

UVD 或 cyclodissipative。

强制指定内部输入的思想实验。 为了证明不稳定，作者考虑一个思想实验：选择
外部输入 uext，使内部输入 ui 等于我们想要的值 ūi。如果希望：

ui = ūi

并且：

ȳi = Giūi,

则可设置：

uext,i = ūi +
N∑
j=1

Hij ȳj .

因为互联方程是：

ui = uext,i −
N∑
j=1

Hijyj .

代入所选外部输入：

ui = ūi +

N∑
j=1

Hij ȳj −
N∑
j=1

Hijyj

= ūi +

N∑
j=1

Hij(ȳj − yj).

显然：

ui = ūi, yi = ȳi

是一个解。对非线性系统，可能还有其他解。作者指出这不妨碍不稳定性证
明：稳定要求所有可能解都稳定；要证明不稳定，只需要展示一个解不稳定或违
反 dissipativity。
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定理 23：输入输出互联不稳定。 假设：
• 整体互联系统 causal。
• 每个子系统 Gi 是 (Qi, Si, Ri) UVD。
• 至少一个子系统 Gk 不是 (Qk, Sk, Rk) dissipative。
• Q̂ ≤ 0。
• 并且满足以下至少一个附加条件：

1. 至少一个非 dissipative 子系统是线性的。
2. 除了可能一个非 dissipative 子系统外，每个子系统要么 unbiased，即
Gi0 = 0，要么 Qi ≤ 0。

则整体系统 input-output unstable。

证明结构。 因为 Gk 不是 dissipative，存在某个截断时间 T、某个输入 ūk、输出：

ȳk = Gkūk

使：

〈ȳk, Qkȳk〉T + 2〈ȳk, Skūk〉T + 〈ūk, Rkūk〉T < 0.

也就是说，第 k 个子系统有一个 “坏输入”，让耗散不等式失败。现在选择外
部输入，使：

uk = ūk,

而其他子系统：

ui = 0, i 6= k.

按前面的思想实验，这样的外部输入可以构造出来，并且至少存在一个解实
现这些内部输入。整体供给率满足恒等式：

〈y, Q̂y〉T + 2〈y, Ŝuext〉T + 〈uext, R̂uext〉T

=
N∑
i=1

[〈yi, Qiyi〉T + 2〈yi, Siui〉T + 〈ui, Riui〉T ] .

右侧第 k 项为负。接下来要说明其他项不能抵消它。

情形 1：非 dissipative 子系统是线性的。 如果 Gk 线性，则可把坏输入放大：

uk = λūk.

线性给出：
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yk = λȳk.

第 k 项供给率是二次型，因此缩放为：

λ2 [〈ȳk, Qkȳk〉T + 2〈ȳk, Skūk〉T + 〈ūk, Rkūk〉T ] .

括号内是负数。令 λ 足够大，这个负项可以压倒其他有限项，使整体供给率
为负。于是整体不可能是 (Q̂, Ŝ, R̂)-dissipative。但整体是 UVD，且 Q̂ ≤ 0，所以
由定理 21，整体 input-output unstable。

情形 2：其他子系统无偏或 Qi ≤ 0。 如果 Gk 不线性，不能简单靠缩放。于是用
第二个附加条件。对 i 6= k，我们选择：

ui = 0.

如果 Gi unbiased，则：

Gi0 = 0,

所以：

yi = 0.

此时第 i 项供给率为零。如果 Qi ≤ 0，而 ui = 0，则第 i 项变成：

〈yi, Qiyi〉T ≤ 0.

因此其他项都不为正。第 k 项已经为负，所以总和为负。同样推出整体不是
dissipative，再由定理 21 推出 input-output unstable。

定理 24：状态空间互联不稳定。 状态空间版本假设：
• 整体互联系统有状态空间表示。
• 每个子系统 Gi 是 (Qi, Si, Ri)-cyclodissipative。
• 至少一个子系统不是 (Qi, Si, Ri)-dissipative。
• Q̂ ≤ 0。
则整体系统不是 Lyapunov 意义下渐近稳定。

证明细节。 整体系统是：

(Q̂, Ŝ, R̂)

cyclodissipative，所以存在整体 virtual storage function ϕ(x)，满足零外部
输入时：
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ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

y(t)T Q̂y(t) dt ≥ ϕ(x(t1)).

因为：

Q̂ ≤ 0,

所以：

yT Q̂y ≤ 0.

于是：

ϕ(x(t1)) ≤ ϕ(x(t0)).

即 ϕ(x(t)) 单调不增。由于至少一个子系统 cyclodissipative 但不是 dissipa-
tive，整体 virtual storage function 可以在某些状态取负值。也就是说，存在状态
x，使：

ϕ(x) < 0.

若选这个 x 为初始状态，则沿轨迹：

ϕ(x(t)) ≤ ϕ(x(0)) < 0.

如果系统渐近稳定到原点，且规范化：

ϕ(0) = 0,

那么应有：

ϕ(x(t)) → 0.

但一个始终小于负数的单调不增函数不可能趋向 0。矛盾。所以整体系统不
渐近稳定。

定理没有说什么。 定理 24 不保证状态无界。它只排除渐近稳定到原点。可能出
现：

1. 状态进入极限环。
2. 状态收敛到非原点平衡点。
3. 状态发散。
4. 原点局部不稳定但存在其他吸引集。
若要得到更强的不稳定结论，需要更多信息，例如 virtual storage func-

tion 的具体结构、线性性、或更强的 Q̂ < 0 与可观测性条件。第 7.4 节将
“UVD/cyclodissipative但非 dissipative导致不稳定”的思想扩展到互联系统。它
与第 6 章形成镜像：
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• 第 6 章：子系统 dissipativity 组合出整体 Q̄ < 0，推出稳定。
• 第 7 章：子系统中存在非 dissipativity，且整体 Q̂ ≤ 0，推出不稳定或非渐
近稳定。

6.2 频域判据：圆、半平面、乘子与图形化检验

6.2.1 引言

本节物理背景。 前面几章主要在时间域和状态空间里讨论 dissipativity。第 8 章
转向频域。频域方法在控制工程里非常重要，因为很多线性系统的输入输出行为
可以通过传递函数：

G(s)

来描述，其中：
• s ∈ C 是复频率变量。
• s = jω 表示纯虚轴上的稳态正弦频率。
• ω ∈ R 是角频率。
当系统输入是正弦波时，线性系统输出在稳态下仍是同频率正弦波，只是幅

值和相位改变。这些改变由 G(jω) 决定。因此，把 ω 从 −∞ 扫到 +∞，得到的
曲线：

G(jω)

就是 Nyquist plot。很多稳定判据，如 Nyquist criterion、circle criterion、
Popov criterion，都可以看成对这条曲线的几何限制。第 8 章的目标不是重新发
明经典频域稳定判据，而是把它们放进 dissipativity 框架中：

1. 先用频域条件判断线性子系统的 cyclodissipativeness 或 dissipativeness。
2. 再把这些子系统的 (Q,S,R) 参数送回第 6 章互联系统稳定定理。
这个视角的变化很重要。传统 circle criteria通常把整个非线性系统改写成单

环反馈形式。Moylan的观点是：不必强行把复杂系统塞进一个单环结构。可以把
系统按物理结构拆成多个子系统，对每个线性子系统单独做频域 dissipativity 测
试，再用互联系统定理组合。

circle criterion 的基本图像。 在 SISO 情况下，若：

G(jω)

在复平面中避开某个圆，或位于某个圆内/外，就能推出某种 (Q,S,R)-
cyclodissipativity。若再加上极点绕数条件，就能推出 dissipativity。这类判据叫
circle criteria。特殊情形包括：

• 圆退化成直线：对应 passivity-like 判据。
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• 圆缩成点：对应经典 Nyquist 判据。
• 使用 Popov plot：把纵轴从 ImG(jω)改成 ω ImG(jω)，得到 Popov criterion。

本章的结构。 第 8 章按以下顺序推进：
1. 一般频域判据：建立 M(s) 与 dissipativity 的关系。
2. 标量图形判据：给 SISO 系统完整圆判据目录。
3. 多变量图形判据：用特征值、奇异值、Nyquist bands 和 M-matrix 条件处理

MIMO 系统。
4. multiplier 方法：引入额外线性动态 Z(s)，得到 Popov 型和更一般的图形判
据。

5. 离散时间版本：把右半平面换成单位圆外部。
6. 文献说明：把这些结果放回历史脉络。

cyclodissipativeness 为什么先于 dissipativeness。 频域图形最容易检查的
是：

G(jω)

也就是虚轴上的频率响应。因此它天然对应 cyclodissipativeness或 UVD，因
为这类性质只需要检查边界行为。dissipativeness 更强，通常要看整个闭右半平
面：

Re s ≥ 0.

所以本章很多判据先证明 cyclodissipativeness，再通过稳定性、极点条件、
Nyquist 绕数或定理 26/27 推到 dissipativity。

6.2.2 一般频域判据

本节建立第 8 章的总公式：对线性系统，(Q,S,R)-dissipativity 可以通过一
个频域矩阵 M(s) 判断。

连续时间线性系统。 考虑状态空间系统：

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du.

这里：
• x ∈ Rn：状态。
• u ∈ Lm

2e：扩展 L2 输入，m 维。
• y ∈ Lp

2e：扩展 L2 输出，p 维。
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• A ∈ Rn×n。
• B ∈ Rn×m。
• C ∈ Rp×n。
• D ∈ Rp×m。
传递函数矩阵为：

G(s) = D + C(sI −A)−1B.

本章默认状态空间实现 minimal，即同时 controllable和 observable。原因是：
传递函数看不见不可控或不可观测模态。若实现不是 minimal，频域图形无法判
断隐藏模态的稳定性。

从供给率到频域矩阵 M(s)。 时间域供给率积分是：

∫ T

0

w(u(t), y(t)) dt =

∫ T

0

[
y(t)TQy(t) + 2y(t)TSu(t) + u(t)TRu(t)

]
dt.

在频域中，令：

U(s) = L{u(t)}, Y (s) = L{y(t)}.

线性系统满足：

Y (s) = G(s)U(s).

供给率的频域二次型为：

Y (s)∗QY (s) + 2Y (s)∗SU(s) + U(s)∗RU(s).

把 Y = GU 代入：

(GU)∗Q(GU) + 2(GU)∗SU + U∗RU.

先展开：

(GU)∗ = U∗G∗.

所以第一项：

(GU)∗Q(GU) = U∗G∗QGU.

第二项：

2(GU)∗SU = 2U∗G∗SU.

为了保持 Hermitian 形式，写成：
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U∗ (G∗S + STG
)
U

在实系统且供给率为实标量时，这与 2Re(Y ∗SU) 对应。因此定义：

M(s) = R+ STG(s) +G(s)∗S +G(s)∗QG(s).

于是频域供给率为：

U(s)∗M(s)U(s).

若：

M(s) ≥ 0,

则对所有频率分量，供给率频域密度非负。

M(s) ≥ 0 的含义。 因为 M(s) 是 Hermitian 矩阵，M(s) ≥ 0 表示：

v∗M(s)v ≥ 0

对所有复向量 v 成立。如果 M(s) 不是 Hermitian，就不能用这种半正定顺
序。但这里由于 Q,R 自伴，且 G∗QG、G∗S+STG 的组合是自伴的，所以 M(s)

自伴。

定理 25：虚轴条件等价于 cyclodissipativeness。 定理说：系统 G是 (Q,S,R)-
cyclodissipative，当且仅当：

M(jω) ≥ 0

对所有实数 ω 成立，排除 jω 是 G(s) 极点的点。

定理 25 的必要性。 假设系统 cyclodissipative。取一个频率 ω0，且 jω0 不是极
点。选择输入：

u(t) = Re
(
kejω0t

)
,

其中 k 是任意复向量。选择初始状态：

x(0) = Re
(
(jω0I −A)−1Bk

)
.

这个初始条件使状态响应成为纯周期运动，没有额外暂态。于是：

y(t) = Re
(
G(jω0)ke

jω0t
)
.

一个周期 T 后：
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x(T ) = x(0).

cyclodissipativity 对闭合轨迹给出：∫ T

0

w(u(t), y(t)) dt ≥ 0.

对正弦/余弦信号做平均，交叉项计算得到：

1

T

∫ T

0

w(u(t), y(t)) dt =
1

2
k∗M(jω0)k.

因为积分非负，周期 T > 0，所以：

k∗M(jω0)k ≥ 0.

又 k 任意，因此：

M(jω0) ≥ 0.

定理 25 的充分性。 反过来，假设：

M(jω) ≥ 0

对所有 ω 成立。Parseval 定理说，对 L2 信号：∫ ∞

0

f(t)T g(t) dt =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (jω)∗G(jω) dω.

令：

f(t) =

[
y(t)

u(t)

]
,

g(t) =

[
Q S

ST R

][
y(t)

u(t)

]
.

则时间域积分正是： ∫
w(u(t), y(t)) dt.

频域中，由 Y = GU，该积分变成：

1

2π

∫
U(jω)∗M(jω)U(jω) dω.

若 M(jω) ≥ 0，每个频率上的 integrand 非负，所以积分非负。为了对应
cyclodissipativeness，选择 x(0) = 0、x(T ) = 0 的有限时间输入，并把输入延拓
为 t > T 后为零，就能应用 Parseval。由此得到闭合状态轨迹上的非负供给积分。
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假设 2：有意义的供给率。 本章引入一个重要假设：对任意 y 6= 0，存在某个
u = k(y)，使：

w(u, y) < 0.

为什么需要它？如果：

w(u, y) ≥ 0

对所有 u, y 都成立，那么任何系统都自动 dissipative，这个供给率没有区分
能力。如果：

w(u, y) ≤ 0

对所有 u, y 都成立，那么几乎没有非平凡系统能 dissipative。假设 2 排除这
两种无意义极端。因为 w 是二次型，如果存在某个 u 使 w(u, y) < 0，则可取线
性反馈形式：

u = −Ky.

代入：

w(−Ky, y) = yTQy + 2yTS(−Ky) + (−Ky)TR(−Ky).

逐项：

2yTS(−Ky) = −2yTSKy,

(−Ky)TR(−Ky) = yTKTRKy.

所以：

w(−Ky, y) = yT (Q− SK −KTST +KTRK)y.

要对所有 y 6= 0 负，就是：

Q− SK −KTST +KTRK < 0.

这就是原文公式 (8)。

引理 5：Q < 0 时 cyclodissipativity 与 dissipativity 的差别是稳定性。 引
理 5 说：若 G observable，且 G 是 (Q,S,R)-cyclodissipative，其中 Q < 0，
则 G 是 (Q,S,R)-dissipative 当且仅当状态空间实现渐近稳定。证明的核心是：
cyclodissipativity 给出二次 virtual storage：
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ϕ(x) = xTPx.

零输入时：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

yTQy dt ≥ ϕ(x(t1)).

若系统渐近稳定：

x(t1) → 0, ϕ(x(t1)) → 0.

令 t1 → ∞。因为 Q < 0，积分项非正，所以仍可推出：

ϕ(x(t0)) ≥ 0.

任意 x(t0) 都成立，因此 ϕ ≥ 0，virtual storage 变成 storage function，系统
dissipative。反过来，如果系统 dissipative，storage function可作为 Lyapunov-like
function，在 Q < 0 和 observability 下推出渐近稳定。

定理 26：用静态输出反馈把一般 Q 化成 Q1 < 0。 定理设存在常矩阵 K，使：

I +DK

非奇异，并且：

Q− SK −KTST +KTRK < 0.

那么在 G 已 cyclodissipative 的前提下：

G dissipative

当且仅当反馈系统：

u = −Ky

渐近稳定。证明思路是引入新输入：

u = u1 −Ky.

把供给率写成矩阵形式：[
y

u

]T [
Q S

ST R

][
y

u

]
.

代入：
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u = u1 −Ky.

矩阵变换： [
y

u

]
=

[
I 0

−K I

][
y

u1

]
.

于是供给矩阵变成： [
Q1 S1

ST
1 R

]
,

其中：

Q1 = Q− SK −KTST +KTRK,

S1 = S −KTR.

按假设 Q1 < 0，所以引理 5 可用于新系统 G1 : u1 7→ y。因此 dissipativity
等价于反馈闭环渐近稳定。这个定理很强：只要 K 满足负定不等式，所有这样的
K 要么都稳定化，要么都不稳定化；不需要在这些 K 中再搜索 “最好的”。

引理 6 与定理 27：右半平面频域条件。 引理 6 针对 Q < 0：

G dissipative ⇐⇒ M(s) ≥ 0

对所有：

Re s ≥ 0

成立。直觉：
• 若 M(s) ≥ 0 在右半平面成立，则 G 不能有右半平面极点，因为靠近极点时
G∗QG 会因 Q < 0 导致负无穷方向。

• 于是 G 稳定。
• 边界 M(jω) ≥ 0 给出 cyclodissipativity。
• 引理 5 把 cyclodissipativity 加稳定性变成 dissipativity。
定理 27 把它推广到一般 Q，但需要存在 K 使：

Q− SK −KTST +KTRK < 0.

结论：

G dissipative ⇐⇒ M(s) ≥ 0
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对所有 Re s ≥ 0 且 s 不是 G 极点的点成立。证明用定理 26 中的反馈变换。
令：

G1(s) = G(s)[I +KG(s)]−1.

对应：

M1(s) = R+ ST
1 G1 +G∗

1S1 +G∗
1Q1G1.

直接展开可得：

[I +KG(s)]∗M1(s)[I +KG(s)] =M(s).

因为左、右乘可逆矩阵不改变半正定性，所以 M1 ≥ 0 等价于 M ≥ 0，避开
极点即可。

处理无穷远极点和虚轴极点。 原文提醒：若 G(s) 有无穷远极点，严格状态空间
形式未覆盖。这时可像 Nyquist 判据一样用 D-shaped contour：

• 沿 s = jω，ω ∈ [−k, k]。
• 再沿右半平面的半圆闭合。
• 令 k → ∞。
若虚轴上有极点，则绕过每个虚轴极点，用右半平面小半圆，半径 ϵ→ 0。这

些技术细节在需要数绕数的图形判据中尤其重要。

6.2.3 标量系统的图形检验

本节处理 SISO 系统。因为 G(s), Q, S,R 都是标量，所以 M(jω) ≥ 0 可以
直接变成复平面中的圆或直线条件。

标量频域不等式。 标量情况下：

M(jω) = R+ SG(jω) +G(jω)∗S +G(jω)∗QG(jω).

因为 S 是实数：

SG+G∗S = 2S ReG.

所以：

M = Q|G|2 + 2S ReG+R.

令：

G(jω) = x+ jy,
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其中：

x = ReG(jω), y = ImG(jω).

则：

|G|2 = x2 + y2.

不等式为：

Q(x2 + y2) + 2Sx+R ≥ 0.

Q 6= 0 时配方。 若 Q 6= 0，把 x 配方：

Qx2 + 2Sx = Q

(
x2 + 2

S

Q
x

)
.

括号内：

x2 + 2
S

Q
x =

(
x+

S

Q

)2

−
(
S

Q

)2

.

所以：

Q(x2 + y2) + 2Sx+R = Q

[(
x+

S

Q

)2

+ y2

]
− S2

Q
+R.

要求非负：

Q

[(
x+

S

Q

)2

+ y2

]
≥ S2

Q
−R.

右侧合并：

S2

Q
−R =

S2 −QR

Q
.

若 Q > 0，两边除以 Q 不变号：(
x+

S

Q

)2

+ y2 ≥ S2 −QR

Q2
.

这是圆外部条件。圆心： (
−S

Q
, 0

)
,

半径：
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√
S2 −QR

|Q|
.

若 Q < 0，除以 Q 会反向，得到圆内部条件：(
x+

S

Q

)2

+ y2 ≤ S2 −QR

Q2
.

Q = 0 时直线条件。 若 Q = 0，不等式变成：

2Sx+R ≥ 0.

若 S > 0：

x ≥ − R

2S
.

图形在竖直线：

ReG = − R

2S

右侧。若 S < 0，不等号反向：

x ≤ − R

2S
.

图形在该线左侧。若 Q = S = 0，条件只剩 R ≥ 0，与系统无关，通常不感
兴趣。

定理 28：标量 cyclodissipativity圆判据。 SISO系统 (Q,S,R)-cyclodissipative
的充要条件：

1. Q > 0：Nyquist 图 G(jω) 位于圆外。
2. Q < 0：Nyquist 图 G(jω) 位于圆内。
3. Q = 0：Nyquist 图位于某条竖直线一侧。
圆心和半径如上。这里要求：

S2 −QR > 0.

这正是标量情况下 “interesting triples”的条件。若它不成立，圆半径无意义，
判据要么空泛，要么不可能满足。

定理 29：标量 dissipativity。 cyclodissipativeness 只检查图形位置。dissipa-
tiveness 还需要极点/绕数条件。当：

S2 −QR > 0,



第六章 失稳与频域图形判据 139

SISO系统 (Q,S,R)-dissipative的充要条件是：满足定理 28的图形条件，并
且：

1. 若 Q > 0，G(jω) 对 critical disc 的逆时针绕数等于 G(s) 在闭右半平面的极
点数。

2. 若 Q < 0，G(s) 在闭右半平面无极点。
3. 若 Q = 0，G(s) 在开右半平面无极点，虚轴上至多有简单极点；若 jω0 是虚
轴极点，则残数满足相应正性条件：

S lim
s→jω0

(s− jω0)G(s) > 0.

为什么三种情况不同。 定理 29 来自定理 26：
• Q > 0 时选 K = Q/S，反馈稳定性变成 Nyquist 绕 critical disc 的条件。
• Q < 0 时可选 K = 0，所以只需原系统本身无闭右半平面极点。
• Q = 0 时选小扰动 K = ϵ/S，再令 ϵ→ 0，得到虚轴简单极点和残数条件。

finite gain 的特例。 finite gain 对应：

(Q,S,R) = (−1, 0, k2).

定理 28 的 Q < 0 圆内部条件变成：

|G(jω)| ≤ k.

定理 29 还要求：

G(s)

没有闭右半平面极点。于是线性系统的 L2 增益就是：

sup
ω

|G(jω)|.

6.2.4 多变量系统的图形检验

本节把标量圆判据推广到 MIMO系统。困难在于：G(jω)是矩阵，不再能简
单画一条复平面曲线。作者给出三类方法：

1. 特殊矩阵情形：normal matrix 和 qI, tI, rI 参数。
2. 奇异值/特征值判据。
3. Nyquist bands 与 M-matrix 条件，给出图形化充分条件。
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Hermitian 与 singular values。 对 MIMO 系统：

M(jω) = R+ STG+G∗S +G∗QG.

因为 M(jω) 是 Hermitian，它的特征值都是实数，可以用：

M(jω) ≥ 0

等价于所有特征值非负。但若考虑非 Hermitian 矩阵本身，比如 G(jω)，不
能用特征值表达大小，而要用奇异值。矩阵 A 的奇异值是：

(A∗A)1/2

的特征值。

定理 30：normal G(s)。 若：

G(s) = V (s)Λ(s)V (s)∗

其中：

Λ(s) = diag(λ1(s), . . . , λm(s)),

且 V −1 = V ∗，则 G 是 normal。设：

Q = qI, S = tI, R = rI.

则：

M = G∗qIG+G∗tI + tIG+ rI.

代入 G = V ΛV ∗：

G∗ = V Λ∗V ∗.

于是：

M = V (qΛ∗Λ + tΛ∗ + tΛ + rI)V ∗.

因为 V 酉相似不改变半正定性，所以 M ≥ 0 当且仅当每个对角元素：

q|λi|2 + 2tReλi + r ≥ 0.

这正是标量判据。因此定理 30说：normal情况下，只需对每个特征值 λi(jω)

应用定理 28/29。
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定理 31：一般 G 的奇异值判据。 仍设：

Q = qI, S = tI, R = rI,

并且：

t2 > qr.

若 q > 0，圆外条件变成最小奇异值条件：

σmin

(
G(jω) +

t

q
I

)
≥ 1

q

√
t2 − qr.

为什么是最小奇异值？因为 q > 0 时要求矩阵 G + t/qI 的所有方向都在球
外，最危险方向是最小放大方向。若 q < 0，圆内条件变成最大奇异值条件：

σmax

(
G(jω) +

t

q
I

)
≤ 1

|q|
√
t2 − qr.

若 q = 0，条件变成 Hermitian 部分：

tλmin(G(jω) +G(jω)∗) ≥ −r.

dissipativeness 还要加极点条件。例如 q < 0 时要求 G(s) 无闭右半平面极
点；q = 0 时要求无开右半平面极点、虚轴极点简单并满足残数矩阵半正定。

定理 32：输出线性变换。 对任意实矩阵 A，系统 AG(s)是 (Q,S,R)-dissipative，
当且仅当 G(s) 是：

(ATQA,ATS,R)

dissipative。证明很直接。新输出：

ỹ = Ay.

供给率：

ỹTQỹ + 2ỹTSu+ uTRu = yTATQAy + 2yTATSu+ uTRu.

所以参数变换如上。

定理 33：系统求逆。 若 G 可逆，则：

G 是(Q,S,R) dissipative

当且仅当：
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G−1 是(R,ST , Q) dissipative.

直观上，求逆交换输入和输出：

y = Gu ⇐⇒ u = G−1y.

供给率：

yTQy + 2yTSu+ uTRu

把 y 当作新输入、u 当作新输出，参数自然交换为：

(R,ST , Q).

这个结果有实际用处：有些 G 不对角占优，但 G−1 可能对角占优，后续图
形判据可用于 G−1。

引理 7：对角加权小增益矩阵条件。 引理 7 给出一个矩阵范数型条件。若复矩阵
Z 满足对某些正数 ai > 0：∑

j

aj
ai

|Zij | ≤ 1 for all i,

且： ∑
i

ai
aj

|Zij | ≤ 1 for all j,

则：

I − Z∗Z ≥ 0.

含义：在合适的对角缩放下，Z 是非扩张映射，即：

‖Zx‖ ≤ ‖x‖.

证明用 Cauchy-Schwarz 不等式，对每个分量：

|(Zx)i|2 ≤

(∑
j

aj
ai

|Zij |

)(∑
j

ai
aj

|Zij ||xj |2
)
.

第一括号 ≤ 1，再对 i 求和并用第二个条件，得到：

‖Zx‖2 ≤ ‖x‖2.

所以 I − Z∗Z ≥ 0。
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引理 8：对角占优推出 Hermitian 正性。 引理 8 处理 Z + Z∗ − 2I ≥ 0。条件
大意是：每个实对角元 Zii 足够大，能压过非对角项。令：

Y =
1

2
(Z + Z∗)− I.

要证：

Y ≥ 0.

证明把：

x∗Y x

下界成若干平方和： ∑
i<j

aiaj |Yij |(ui − uj)
2 ≥ 0,

其中：

ui =
|xi|
ai
.

这本质上是 Gershgorin/对角占优思想的 Hermitian 版本。

Nyquist band 的定义。 对传递矩阵 G(s) = [gij(s)]，第 i 个 Nyquist band 是
以对角元素：

gii(jω)

为中心，半径 δi(ω) 的圆在 ω 扫描时扫出的带状区域。如果非对角元素很小，
则 band很窄，近似就是对角元素的 Nyquist曲线。非对角元素越大，band越宽，
表示通道耦合带来的不确定性。

定理 34：bands 在圆内。 若第 i 个 band 半径为：

max
(∑

j ̸=i

|gij(jω)|,
∑
j ̸=i

|gji(jω)|

)
且它位于圆心 (ci, 0)、半径 ρi 的圆内。定义：

P = diag(ρi), C = diag(ci).

则 G 是：

(−P−1, P−1C,P − C2P−1)
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cyclodissipative。若 G无闭右半平面极点，则 dissipative。这是多变量版 “圆
内” 判据，对应标量 Q < 0。

定理 35：bands 在圆外。 若第 i 个 band 半径为：

1

2

∑
j ̸=i

(|gij |+ |gji|)

且位于圆心 (ci, 0)、半径 ρi 的圆外，则：

G

是：

(P−1,−P−1C,C2P−1 − P )

cyclodissipative。dissipativeness 还需加绕数条件：bands 对 critical circles
的净逆时针绕数之和等于 G(s) 在闭右半平面的极点数。这是多变量版 “圆外” 判
据，对应标量 Q > 0。

定理 36：直线半平面判据。 令：

S = diag(σi), σi = ±1.

若第 i 个 Nyquist band 位于竖直线：

Re s = bi

的右侧或左侧，方向由 σi 决定，则 G 是：

(0, S,−2BS)

cyclodissipative，其中：

B = diag(bi).

这对应标量 Q = 0 的直线判据。

定理 s 37-39：M-matrix 型图形条件。 定理 s 37-39 采用另一种思想：先给每
个元素 gij 单独画圆界：

|gij(jω)− cij | ≤ bij .

然后用 M-matrix 条件组合这些界。定理 37 对应所有元素都在圆内，得到：

G is (−D,DC,DK2 − CTDC) cyclodissipative.
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其中 K,D 是正定对角矩阵，满足：

K −B is an M-matrix,

以及：

BTDB ≤ DK2.

证明的核心是由圆界得到：

‖y − Cu‖2D ≤ ‖Ku‖2D,

也就是有限增益型不等式。定理 38 对应对角元素在圆外、非对角元素在圆
内，得到：

(D,−DC,CTDC −DK2)

型 cyclodissipativity，并加相应绕数条件得到 dissipativity。定理 39 对应对
角元素已知为 (0, ti, ri)-dissipative，而非对角元素有圆界。通过 M-matrix：

mii = ki − ri, mij = −|ti|bij ,

得到整体：

(0, DT,DK − TDC − CTDT )

cyclodissipativity。

定理 40：Rosenbrock 多变量圆判据。 定理 40 是历史上重要的多变量 circle
criterion 的 dissipativity 表述。它使用对角矩阵：

Θ = diag(θi),
∑
i

θ−2
i ≤ 1,

以及：

Z = diag(ζi), H = diag(ηi).

条件要求对 Nyquist 图满足类似：

|ζi + gii| −
∑
j ̸=i

|gij | > θiηi

或列版本。结论是：

G is (D2, D2Z,D2(Z2 −H2))
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cyclodissipative，并在通常绕数条件下 dissipative。证明依赖 Rosenbrock 的
正实变换和 Araki 的技术。作者也指出，类似 Q < 0 或 Q = 0 的对应版本尚无
已知证明。

MIMO 图形判据没有 SISO 那样干净。必要充分条件通常要用奇异值/特征
值；更直观的 Nyquist band 判据多是充分条件，常依赖对角占优或 M-matrix。
实际使用时，通常需要尝试多种判据，比较保守性。

6.2.5 使用乘子的结果

本节介绍 multiplier 方法：在系统中插入一个线性动态 Z(s) 及其逆 Z(s)−1，
不改变原系统闭环传递关系，却改变可用于分析的子系统 dissipativity 条件。

multiplier 的工程直觉。 图 1 是原始反馈系统，图 2 是插入 multiplier 后的增
强系统。若在一个位置插入 Z，必须在对应位置插入 Z−1，使整体环路增益不变。
这样做的目的不是改变真实系统，而是改变分析分解方式：

• 原来需要分析 G 和 N。
• 现在分析 ZG 和 NZ−1。
如果 ZG 的频域图形更容易满足圆判据，同时 NZ−1 仍可证明 dissipative，

则能得到比 Z = I 更弱保守的稳定条件。

Popov plot。 本节主要是标量 G(s)。定义：

F (s) = Z(s)G(s).

令：

Fr = ReF (jω), Fi = ImF (jω),

Gr = ReG(jω), Gi = ImG(jω).

标量频域矩阵：

M(jω) = R+ 2SFr +Q(F 2
r + F 2

i ).

Nyquist plot 使用坐标：

(Gr, Gi).

Popov plot 使用坐标：

(Gr, ωGi).

后者把频率权重放进纵轴，特别适合 Z(s) = 1 + αs 这类 multiplier。
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最简单 multiplier：Z(s) = s。 若：

F = sG.

在 s = jω 上：

F (jω) = jω(Gr + jGi) = jωGr − ωGi.

所以：

Fr = −ωGi, Fi = ωGr.

代入：

M(jω) = R− 2SωGi + ω2Q(G2
r +G2

i ).

若 Q = 0，则：

R− 2SωGi ≥ 0.

若 S > 0：

ωGi ≤
R

2S
.

若 S < 0，方向相反。也就是说 Popov plot 要位于某条水平线的一侧。

Z(s) = 1 + αs。 令：

Z(s) = 1 + αs.

在 s = jω 上：

Z(jω) = 1 + jαω.

于是：

F = (1 + jαω)(Gr + jGi).

展开：

F = Gr + jGi + jαωGr + j2αωGi.

因为 j2 = −1：

F = (Gr − αωGi) + j(Gi + αωGr).

所以：
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Fr = Gr − αωGi,

Fi = Gi + αωGr.

代入：

M = R+ 2S(Gr − αωGi) +Q(G2
r +G2

i + α2ω2G2
r + α2ω2G2

i ).

定理 41：Popov criterion。 若 Q = 0，则：

M = R+ 2S(Gr − αωGi).

令 Popov 坐标：

x = Gr, y = ωGi.

条件：

R+ 2S(x− αy) ≥ 0.

若 S > 0：

x− αy ≥ − R

2S
.

边界直线：

x− αy = − R

2S
.

写成：

y =
1

α
x+

R

2αS
.

斜率为：

1

α
,

并通过点： (
− R

2S
, 0

)
.

定理 41 正是说：Popov plot 在这条线的右侧或左侧，就有 ZG 的 (0, S,R)-
cyclodissipativity。
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定理 42：Q > 0 时的椭圆和直线界。 当 Q > 0，令：

p1, p2 : x = −S

Q
±
√
S2 −QR

Q
.

这是标准圆判据与实轴的两个交点。定理 42 给出两个充分条件：
1. Popov plot 位于某个椭圆外。
2. Popov plot 位于两条平行直线外。
椭圆边界为：(

x+
S

Q

)2

+ α2

(
y − S

αQ

)2

=
2S2 −RQ

Q2
.

其中：

x = ReG(jω), y = ω ImG(jω).

证明关键是下界：

M(jω) ≥ R+ 2S(x− αy) +Q(x2 + α2y2),

右边为椭圆外非负条件。另一个下界：

M(jω) ≥ R+ 2S(x− αy) +Q(x− αy)2.

这只依赖 x− αy，所以边界是两条平行直线。

替代 multiplier 结构：(1 + αs)G/(1 + hG)。 原文还讨论把一个常数反馈 h 放
进结构中，得到线性块：

(1 + αs)G(s)

1 + hG(s)
.

若没有 Z，则：

G

1 + hG

是 (Q,S,R)-dissipative 当且仅当 G 是：

(Q+ 2hS + h2R,S + hR,R)

dissipative。但当前结构不同，因为 Z 不在分母中，所以确实产生新条件。
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定理 43：抛物线界。 若：

h(2S + hR) ≥ 0,

则：

(1 + αs)G(s)

1 + hG(s)

是 (0, S,R)-cyclodissipative，如果 Popov plot 满足：

2αSy ≤ (1 + hx)(R+ (2S + hR)x).

其中：

x = Gr, y = ωGi.

边界是一条抛物线。根据 αS 的符号，图形要在抛物线上方或下方。证明把
M 乘以正量：

|1 + hG(jω)|2

得到：

|1 + hG|2M = h(2S + hR)G2
i + (1 + hx)(R+ (2S + hR)x)− 2αSy.

第一项由假设非负，剩余项由图形条件保证非负。

定理 44：一般 Q 的椭圆/抛物线界。 定义：

Q1 = Q+ 2hS + h2R,

S1 = S + hR.

若：

Q ≥ 0, Q1 ≥ 0,

则系统 (1 + αs)G/(1 + hG) 是 (Q,S,R)-cyclodissipative，如果：

Q1x
2 + 2S1x+ α2Qy2 − 2αSy +R ≥ 0.

这条边界随 Q,Q1 的符号退化为椭圆、抛物线或直线。
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定理 45：更复杂 multiplier。 考虑：

G1(s) =
1 + αs

1 + βs

G(s)

1 + hG(s)
.

定义：

Q1 = Q+ 2hS + h2R,

S1 = S + hR,

Q2 = α2Q+ 2αβhS + β2h2R.

若 Q1 ≥ 0，且 Popov plot 满足两个不等式：

Q2x
2 + 2β(αS + βhR)x+ β2R ≥ 0,

Q1x
2 +Q2y

2 + 2S1x− 2S(α− β)y +R ≥ 0,

则 G1 是 (Q,S,R)-cyclodissipative。第一个不等式通常给出一对竖直线或单
线；第二个不等式给出一个二次曲线区域。复杂 multiplier 带来更复杂图形条件，
所以作者认为继续推广未必划算。

RL 和 RC multipliers。 定义 19：Z(s) 属于 RL 类，如果：

Z(s) =
N∏

n=0

s− αn

s− βn
,

且：

0 < α0 < β0 < α1 < β1 < · · · .

定义 20：Z(s) 属于 RC 类，如果：

Z(s)−1

属于 RL 类。这些定义对应 RL/RC 电路中极点零点沿负实轴交替的结构。
原文排除原点和无穷远处的极点/零点。
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引理 9：RL/RC multiplier 可近似给定相位。 对任意：

0 < a < b <∞, θ ∈
(
−π
2
,
π

2

)
, ϵ > 0,

存在 RL 或 RC 函数，使：

| phaseZ(jω)− θ| < ϵ

对所有：

ω ∈ [a, b]

成立。这说明 RL/RC multiplier 可以在有限频带内提供几乎常数相位补偿。

引理 10 与 off-axis circle criteria。 若 Nyquist plot位于过原点的一条直线的
一侧，并且不碰到该线，则存在 RL 或 RC multiplier Z，使：

ZG

是 (0, S, 0)-cyclodissipative。直觉：直线一侧条件等价于 SG(jω) 的相位落
在某个长度小于 π 的区间。选择 Z 给它补一个相位 θ，就能把相位移入：(

−π
2
,
π

2

)
,

也就是正实条件。这可推出 off-axis circle criteria：如果 Nyquist plot 在一
个不必以实轴为中心的圆内，而该圆与实轴交于：(

− 1

K2

, 0

)
,

(
− 1

K1

, 0

)
,

则双线性变换：

1 +K2G(jω)

1 +K1G(jω)

把这个圆映射到直线条件，从而应用引理 10。multiplier 方法的本质是通过
Z(s)改变频域图形，使原本不能通过圆判据的系统通过 Popov/椭圆/抛物线等判
据。代价是：还必须在下一章证明 NZ−1 等非线性部分也满足相应 dissipativity。

6.2.6 离散时间系统

本节说明第 8 章大部分频域结果如何迁移到离散时间系统。
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离散时间线性系统。 系统：

xk+1 = Axk +Buk,

yk = Cxk +Duk.

使用 ℓ2 信号空间，而不是连续时间的 L2。传递函数用 z-transform：

G(z) = D + C(zI −A)−1B.

连续时间中的稳定区域是左半平面；不稳定区域是：

Re s ≥ 0.

离散时间中稳定极点在单位圆内，不稳定区域是：

|z| ≥ 1.

因此替换规则是：

Re s ≥ 0 −→ |z| ≥ 1.

s = jω −→ z = ejθ.

Nyquist plot 从：

G(jω)

变成：

G(ejθ), θ ∈ [0, 2π].

multiplier 的差异。 本章前半部分的判据几乎照搬。但 multiplier 在离散时间
中差异更大。定理 46 给出一个简单例子：

G1(z) = (1 + αz)G(z).

若图形：

y = Re
(
ejθG(ejθ)

)
对：

x = ReG(ejθ)
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满足：

R+ 2Sx+ 2αSy ≥ 0,

则 G1 是 (0, S,R)-dissipative。

定理 46 的计算。 令：

G(ejθ) = Gr + jGi.

则：

ejθG(ejθ) = (cos θ + j sin θ)(Gr + jGi).

展开：

= Gr cos θ −Gi sin θ + j(Gi cos θ +Gr sin θ).

所以：

Re(ejθG(ejθ)) = Gr cos θ −Gi sin θ.

定义：

x = Gr, y = Gr cos θ −Gi sin θ.

对 Q = 0：

M = R+ 2S ReG1.

而：

G1 = (1 + αz)G = G+ αzG.

所以：

ReG1 = x+ αy.

因此：

M = R+ 2Sx+ 2αSy.

这就是定理条件。离散时间中，频域边界从虚轴变成单位圆。普通圆判据迁移
较顺利，但 multiplier 理论不像连续时间那样成熟。作者明确说，离散时间 mul-
tiplier 如何系统地转化为稳定判据仍然是开放问题。
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6.2.7 注释与文献线索

本节把第 8 章结果放入历史背景。

历史脉络。 Popov的图形判据对应本章定理 41。它最早来自 Popov的工作。标量
circle criterion对应定理 29，历史上与 Sandberg和 Zames的工作相关。Sandberg
和 Zames 的框架可处理更一般系统，但真正图形化、易画图的形式主要在标量情
形。
定理 s 42-45受 Bergen和 Shapiro的 parabola criterion启发。off-axis circle

criterion 来自 Cho 和 Narendra。Rosenbrock 给出了早期多变量 circle criterion，
对应定理 40。Cook 的结果与定理 35 接近。定理 s 37-39 来自 Araki。

频域与时域不等式的关系。 特殊情形：

(0, I, 0)

passivity，以及：

(−I, 0, I)

finite-gain/bounded-real类型条件，早在线性无源网络和控制理论中就已知。
但把一般 (Q,S,R) dissipativity 与频域 M(s) ≥ 0 系统对应起来，需要更细致的
处理。Moylan指出，这与Willems的 optimal control/dissipativity结果相关。假
设 2 或公式：

Q− SK −KTST +KTRK < 0

来自Moylan基于Willems结果的工作。若没有这个 “interesting supply rate”
假设，频域条件会复杂得多，定理 27 这种简单对应可能失败。第 8 章的主线可
以压缩为：

1. 频域矩阵

M(s) = R+ STG(s) +G(s)∗S +G(s)∗QG(s)

是线性系统 dissipativity 的核心对象。
2. M(jω) ≥ 0 对应 cyclodissipativity。
3. M(s) ≥ 0 在右半平面对应 dissipativity，但需要极点/稳定性/interesting

supply rate 条件。
4. SISO 情况下条件变成圆、直线、Popov 线、椭圆、抛物线。
5. MIMO 情况下需要奇异值、Nyquist bands、对角占优或 M-matrix。
6. multiplier 是降低保守性的强工具，但会把负担转移到非线性部分的 dissipa-

tivity 检查；这正是第 9 章要做的事情。
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ẋ = f(x) +G(x)u

y = h(x) + J(x)u
w(u, y)−∇ϕT ẋ

关于 u 的二次型

平方分解
(ℓ(x) +W (x)u)T (ℓ(x) +W (x)u)

代入

非负二次型

比较系数

图 7.1 非线性输入仿射系统中的平方分解与代数条件。

前几章给出一般理论，本章讨论两类更具体也更便于计算的结果：一类是一
阶或简单非线性系统，可以把矩阵条件化成显式区间判据；另一类是松弛稳定、连
接稳定、最优控制、耗散延迟和结构分解等扩展结果。这些内容说明耗散理论不
是单一判据，而是一种把能量、互联和优化放在同一个框架下的语言。

7.1 简单非线性系统的显式判据

7.1.1 引言

第 9 章接着第 8 章的 multiplier 思路，研究一类简单非线性系统的 dissipa-
tivity 条件。特别是：一个一阶线性动态加一个 memoryless nonlinearity 的组合，
什么时候满足给定的 (Q,S,R) dissipativity？经典 Popov 条件的场景是：

• 正向通道是线性系统。
• 反馈通道是无记忆非线性。
第 8 章说明，可以插入 multiplier Z(s) 和 Z(s)−1 改善线性部分的频域判据。

但插入 Z−1 后，非线性部分不再只是单纯 memoryless nonlinearity，而会和一个
一阶线性动态结合。因此第 9 章要分析：

memoryless nonlinearity + first-order dynamics

的 dissipativity。

本章研究的系统。 原文考虑一阶标量状态系统：

ẋ = f(x) +G(x)u,

y = h(x) + J(x)u.

156



第七章 非线性系统与扩展结果 157

其中：
• x ∈ R：标量状态。
• u ∈ R：标量输入。
• y ∈ R：标量输出。
• f(x)：自由动态。
• G(x)：输入进入状态方程的增益。
• h(x)：状态到输出的非线性读出。
• J(x)：输入到输出的直接通道。
这是第 5 章输入仿射系统：

ẋ = f(x) +G(x)u, y = h(x) + J(x)u

在一维状态、一输入一输出时的特例。

为什么假设 G(x) 6= 0。 如果：

G(x) = 0,

则在该状态点输入 u无法影响状态速度 ẋ。这意味着控制作用在该点丢失，很
多公式会出现除以 G(x)的项，也会导致结果陈述非常复杂。原文因此采用 stand-
ing assumption：

G(x) 6= 0 for all x.

这不是说 G(x) = 0 情况不能分析，而是本章为了保持结果简洁先排除它。

本章策略。 和第 8 章一样，先求 cyclodissipativeness 条件，再问 virtual storage
function 是否非负，从而得到 dissipativity。原因是：

• cyclodissipativeness 只需要存在 virtual storage function。
• dissipativity 还要求 storage function 非负。
第 9 章的主要难点就在第二步：怎样判断积分得到的 ϕ(x) 是否对所有 x 非

负。

7.1.2 9.2 重要的 (Q,S,R) 三元组

本节在标量情形下精确刻画什么样的 (Q,S,R) 三元组是 “有意义的”。这和
第 8 章的 S2 −QR > 0 条件一致。

把 u, y 当作独立变量。 供给率为：

w(u, y) = Qy2 + 2Syu+Ru2.
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这里 Q,S,R 都是实标量。为了判断这个供给率是否有区分能力，先暂时不
管 u, y 是否来自某个系统，而把它们看成独立变量。若：

w(u, y) ≥ 0

对所有 u, y 都成立，则任何系统都自动 dissipative。这种三元组太弱，没有
信息。若：

w(u, y) < 0

对所有非零 u, y 都成立，则几乎没有系统能 dissipative。这种三元组太强，也
不实用。有意义的情况是：w 对某些 u, y 为正，对另一些 u, y 为负。

标量化为一元二次函数。 若 u 6= 0，令：

z =
y

u
.

则：

y = zu.

代入供给率：

w(u, y) = Q(zu)2 + 2S(zu)u+Ru2.

逐项：

Q(zu)2 = Qz2u2,

2S(zu)u = 2Szu2.

所以：

w(u, y) = (Qz2 + 2Sz +R)u2.

因为：

u2 ≥ 0,

供给率能否变号取决于：

p(z) = Qz2 + 2Sz +R.
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情形 Q = 0。 若 Q = 0，则：

p(z) = 2Sz +R.

这是一条直线。它能取正也能取负，当且仅当：

S 6= 0.

若 S = 0，则 p(z) = R 是常数，不能通过 z 改变符号。

情形 Q 6= 0。 若 Q 6= 0，则 p(z) 是二次函数。它能取正也能取负，当且仅当它
有两个不同实根。判别式为：

∆ = (2S)2 − 4QR.

整理：

∆ = 4(S2 −QR).

两个不同实根要求：

∆ > 0.

因此：

S2 −QR > 0.

统一条件。 当 Q = 0 时，条件 S2 −QR > 0 变成：

S2 > 0,

即：

S 6= 0.

所以标量情形统一为：

S2 −QR > 0.

本章后面默认这个条件成立。
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7.1.3 循环耗散性的通用条件

本节从第 5 章的代数条件出发，针对标量一阶系统消去 ℓ(x) 和 W (x)，得到
一个关于：

z(x) =
G(x)h(x)

f(x)

的区间判据。

从第 5 章方程开始。 对系统：

ẋ = f(x) +G(x)u,

y = h(x) + J(x)u,

令 storage/virtual storage 的导数为：

m(x) =
dϕ(x)

dx
.

因为 x 是标量，梯度 ∇ϕ 就是普通导数 m(x)。第 5 章的三条方程变成：

f(x)m(x) = Qh(x)2 − ℓ(x)T ℓ(x),

1

2
G(x)m(x) = h(x)(QJ(x) + S)− ℓ(x)TW (x),

QJ(x)2 + 2SJ(x) +R =W (x)TW (x).

定义：

R̂(x) = R+ 2SJ(x) +QJ(x)2.

第三条要求：

R̂(x) =W (x)TW (x) ≥ 0.

所以必要条件是：

R̂(x) ≥ 0 for all x.
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消去 ℓ,W：矩阵半正定条件。 因为：

ℓT ℓ = Qh2 −mf,

ℓTW = (QJ + S)h− 1

2
Gm,

W TW = R̂,

这些量可以看成一个 Gram matrix：[
ℓT ℓ ℓTW

W T ℓ W TW

]
≥ 0.

代入上面的表达式，得到：[
Qh2 −mf (QJ + S)h− 1

2
Gm

(QJ + S)h− 1
2
Gm R̂

]
≥ 0.

这是原文公式 (10)。它必须对每个 x 逐点成立。

一个关键恒等式。 原文使用恒等式：

R̂Q = (QJ + S)2 − (S2 −QR).

验证：

R̂Q = Q(R+ 2SJ +QJ2)

= QR+ 2QSJ +Q2J2.

另一方面：

(QJ + S)2 − (S2 −QR)

= Q2J2 + 2QSJ + S2 − S2 +QR

= Q2J2 + 2QSJ +QR.

两边相同。这个恒等式让后面的区间端点可以简化成只含：

QJ + S

和： √
S2 −QR.
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情形 1：R̂ = 0。 当：

R̂ = 0,

矩阵半正定要求右下角为零。对一个半正定矩阵，如果某个对角元为零，则
同一行列的非对角元必须为零。因此：

(QJ + S)h− 1

2
Gm = 0.

解出：

1

2
Gm = (QJ + S)h.

两边乘以 2/G：

m =
2(QJ + S)h

G
.

还要满足左上角非负：

Qh2 −mf ≥ 0.

代入 m：

Qh2 − 2(QJ + S)h

G
f ≥ 0.

也就是：

Qh2 ≥ 2(QJ + S)hf

G
.

定义：

z =
Gh

f
.

把不等式两边乘以 G2/f2，得到：

Q

(
Gh

f

)2

≥ 2(QJ + S)

(
Gh

f

)
.

所以：

Qz2 ≥ 2(QJ + S)z.
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情形 2：R̂ > 0。 当：

R̂ > 0,

二阶 Hermitian 矩阵半正定等价于右下角正，并且 Schur complement 非负。
原文等价地看 determinant 条件。矩阵行列式：

det = (Qh2 −mf)R̂−
(
(QJ + S)h− 1

2
Gm

)2

.

把它看成 m 的二次函数：

am2 + bm+ c.

逐项展开：平方项：

−
(
−1

2
Gm

)2

= −1

4
G2m2,

所以：

a = −1

4
G2.

一次项来自：

−mfR̂

以及平方展开中的交叉项：

− [−(QJ + S)hGm] = (QJ + S)Ghm.

所以：

b = (QJ + S)Gh− R̂f.

常数项：

c = R̂Qh2 − (QJ + S)2h2.

利用恒等式：

R̂Q− (QJ + S)2 = −(S2 −QR),

得到：

c = −(S2 −QR)h2.

因为本章假设：
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S2 −QR > 0,

所以：

c ≤ 0.

而：

a = −1

4
G2 < 0

因为 G 6= 0。存在实数 m 使二次函数非负，要求判别式：

b2 − 4ac ≥ 0.

原文化简为：

R̂f2 − 2(QJ + S)fGh+Q(Gh)2 ≥ 0.

把：

z =
Gh

f

代入，并除以 f2 后得到：

Qz2 − 2(QJ + S)z + R̂ ≥ 0.

这和 R̂ = 0 情况统一。

统一判据。 因此 cyclodissipativeness 的核心条件是：

R̂(x) = R+ 2SJ(x) +QJ(x)2 ≥ 0,

并且：

Qz(x)2 − 2(QJ(x) + S)z(x) + R̂(x) ≥ 0,

其中：

z(x) =
G(x)h(x)

f(x)
.
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区间端点。 若 Q 6= 0，二次方程：

Qz2 − 2(QJ + S)z + R̂ = 0

的根为：

z =
(QJ + S)±

√
(QJ + S)2 −QR̂

Q
.

由恒等式：

(QJ + S)2 −QR̂ = S2 −QR,

得到：

b1(x) =
QJ(x) + S −

√
S2 −QR

Q
,

b2(x) =
QJ(x) + S +

√
S2 −QR

Q
.

若 Q > 0，二次函数开口向上，要求非负意味着 z 在两根外部。若 Q < 0，
二次函数开口向下，要求非负意味着 z 在两根之间。若 Q = 0，不等式变成：

−2(QJ + S)z + R̂ ≥ 0.

因为 Q = 0，所以 QJ + S = S，R̂ = R+ 2SJ。于是：

−2Sz +R+ 2SJ ≥ 0.

若 S > 0：

z ≤ J +
R

2S
.

若 S < 0：

z ≥ J +
R

2S
.

定义：

b(x) = J(x) +
R

2S
.
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定理 47。 在 G(x) 6= 0 且 S2 > QR 下，系统 cyclodissipative 当且仅当：
1. R̂(x) ≥ 0 对所有 x 成立。
2. z(x) = G(x)h(x)/f(x) 满足：

• Q > 0：z(x) 在 (b1, b2) 外。
• Q < 0：z(x)在 [b2, b1]内。注意由于 Q < 0，端点顺序可能与直觉相反。
• Q = 0, S > 0：z(x) ≤ b(x)。
• Q = 0, S < 0：z(x) ≥ b(x)。
若 f(x) = 0，z 形式上无穷。原文指出此时直接回到矩阵条件，所需条件是：

Qh(x)2 ≥ 0.

如果 f = 0 只发生在 h = 0 的点，z 可能通过极限仍有意义；否则 Q < 0 时
会遇到困难。

7.1.4 耗散性的通用条件

上一节只得到 cyclodissipativeness。要得到 dissipativeness，需要 virtual stor-
age function：

ϕ(x) =

∫ x

0

m(σ) dσ

满足：

ϕ(x) ≥ 0 for all x.

本节研究 m(x) 的符号，从而判断积分的非负性。

一个特定的 m(x)。 上一节中一个可用解为：

m(x) =
2

G(x)2

[
(QJ(x) + S)G(x)h(x)− R̂(x)f(x)

]
.

把：

z(x) =
G(x)h(x)

f(x)

代入：

(QJ + S)Gh− R̂f =
[
(QJ + S)z − R̂

]
f.

定义：

β(x) = (QJ(x) + S)z(x)− R̂(x).

于是：
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m(x) =
2

G(x)2
β(x)f(x).

因为：

G(x)2 > 0,

m(x)

的符号由：

β(x)f(x)

决定。

Q ≤ 0 时 β(x) ≤ 0。 原文通过端点代入证明：在定理 47 的 cyclodissipativeness
条件下，若：

Q ≤ 0,

则：

β(x) ≤ 0.

直观解释如下：
• Q < 0 时，z 被夹在允许区间内。
• 对该区间端点 b，可以计算：

(QJ + S)b− R̂.

结果两个端点对应的值都非正。
• 因为 β 关于 z 是线性的，所以整个区间内都非正。
当 Q = 0 时，单侧边界给出：

(QJ + S)b− R̂ = −1

2
R̂ ≤ 0.

所以也得到 β ≤ 0。

借助自由系统稳定性推出 ϕ ≥ 0。 一般情况下还需要知道 f(x) 的符号。原文考
虑自由系统：

ẋ = f(x)

渐近稳定。对一阶系统，原点渐近稳定的充要条件是：
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xf(x) < 0 for all x 6= 0.

也就是说：
• x > 0 时，必须 f(x) < 0，状态往左回到 0。
• x < 0 时，必须 f(x) > 0，状态往右回到 0。
若 Q ≤ 0，我们有 β(x) ≤ 0。于是：当 x > 0：

f(x) < 0, β(x) ≤ 0

所以：

β(x)f(x) ≥ 0, m(x) ≥ 0.

因此： ∫ x

0

m(σ)dσ ≥ 0.

当 x < 0：

f(x) > 0, β(x) ≤ 0,

所以：

m(x) ≤ 0.

但：

ϕ(x) =

∫ x

0

m(σ)dσ = −
∫ 0

x

m(σ)dσ.

在 [x, 0] 上 m(σ) ≤ 0，所以：∫ 0

x

m(σ)dσ ≤ 0,

因此：

ϕ(x) ≥ 0.

这就是为什么自由系统稳定能把 cyclodissipativity 升级为 dissipativity。



第七章 非线性系统与扩展结果 169

Q > 0 时的充分条件。 当：

Q > 0,

β(x) 不一定非正。为了得到足够条件，要求：

β(x) ≤ 0.

也就是：

(QJ(x) + S)z(x) ≤ R̂(x)

若 QJ + S > 0。若 QJ + S < 0，不等号方向随除法反向。这个额外条件会
把定理 47 中 “z 在区间外” 的两个分支删掉一支，只保留能保证 ϕ ≥ 0 的分支。

定理 48。 假设：
• G(x) 6= 0。
• S2 > QR。
• 自由系统 ẋ = f(x) 渐近稳定。
则系统 dissipative 的充分条件为：

1. R̂(x) = R+ 2SJ(x) +QJ(x)2 ≥ 0。
2. z(x) = G(x)h(x)/f(x) 满足：

• Q < 0：在 [b2, b1] 内。
• Q = 0, S > 0：在 (−∞, b] 内。
• Q = 0, S < 0：在 [b,∞) 内。
• Q > 0, QJ + S > 0：在 (−∞, b1] 内。
• Q > 0, QJ + S < 0：在 [b2,∞) 内。
对 Q ≤ 0，这些条件是必要且充分的。对 Q > 0，它们只是充分条件。

例 1。 系统：

ẋ = −x3 + u,

y =
ax3

1 + x2
.

对应：

f(x) = −x3, G(x) = 1, J(x) = 0, h(x) =
ax3

1 + x2
.

计算：

z(x) =
G(x)h(x)

f(x)
=

ax3

1+x2

−x3
= − a

1 + x2
.
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因为：

1 + x2 ≥ 1,

所以：

z(x) ∈ [−a, 0].

选：

S = 1, R = 0, Q = −2

a
.

则 Q < 0，对应区间端点正好为：

b2 = −a, b1 = 0.

因此系统是： (
−2

a
, 1, 0

)
dissipative。storage derivative 可取：

m(x) =
2ax3

1 + x2
.

于是：

ϕ(x) =

∫ x

0

2aξ3

1 + ξ2
dξ.

化简被积函数：

ξ3

1 + ξ2
= ξ − ξ

1 + ξ2
.

所以：

ϕ(x) = 2a

∫ x

0

[
ξ − ξ

1 + ξ2

]
dξ.

第一项：

2a

∫ x

0

ξ dξ = ax2.

第二项：

2a

∫ x

0

ξ

1 + ξ2
dξ.
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令：

r = 1 + ξ2, dr = 2ξdξ.

则：

2a

∫ x

0

ξ

1 + ξ2
dξ = a

∫ 1+x2

1

1

r
dr = a ln(1 + x2).

因此：

ϕ(x) = ax2 − a ln(1 + x2).

因为：

ln(1 + x2) ≤ x2,

所以：

ϕ(x) ≥ 0.

7.1.5 具有线性动态的系统

本节研究一个重要特例：状态动态对 x, u 是线性的，非线性只在输出读出
h(x) 中。系统：

ẋ = −αx+Gu,

y = h(x) + Ju.

其中：
• α ≥ 0。
• G, J 是常数。
• h(x) 可能非线性。
这正是许多 Popov/circle criterion 中的 “线性一阶动态 + 静态非线性” 结

构。

Systems with a pole in the left half plane。 先考虑：

α > 0.

自由系统：

ẋ = −αx
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显然渐近稳定。此时：

f(x) = −αx.

所以：

z(x) =
Gh(x)

−αx
.

把 z 的区间条件翻译成 Gh(x) 相对于 x 的 sector 条件。“Gh(x) lies inside
sector [k1, k2]” 的含义是：

k1x
2 ≤ xGh(x) ≤ k2x

2.

等价于对 x 6= 0：

k1 ≤
Gh(x)

x
≤ k2.

定理 49：cyclodissipativeness。 当 α > 0, G 6= 0, S2 > QR 时，系统 cyclodis-
sipative 当且仅当：

1.

R+ 2SJ +QJ2 ≥ 0.

2. Gh(x) 满足对应 sector 条件。
若 Q 6= 0，定义：

k1 = −α

Q

(
QJ + S −

√
S2 −QR

)
,

k2 = −α

Q

(
QJ + S +

√
S2 −QR

)
.

若 Q = 0，定义：

k = −α
(
J +

R

2S

)
.

则：
• Q > 0：Gh(x) 在 sector (k2, k1) 外。
• Q < 0：Gh(x) 在 sector [k1, k2] 内。
• Q = 0, S > 0：Gh(x) 在 sector [k,∞) 内。
• Q = 0, S < 0：Gh(x) 在 sector (−∞, k] 内。
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定理 50：dissipativeness。 因为 α > 0 时自由系统稳定，定理 48 可直接应用。
系统 dissipative 的条件：

1.

R+ 2SJ +QJ2 ≥ 0.

2. Gh(x) 满足：
• Q < 0：sector [k1, k2]。
• Q = 0, S > 0：sector [k,∞)。
• Q = 0, S < 0：sector (−∞, k]。
• Q > 0, QJ + S > 0：sector [k1,∞)。
• Q > 0, QJ + S < 0：sector (−∞, k2]。
对 Q ≤ 0，这些条件必要且充分。对 Q > 0，是充分条件。

sector bound 的符号。 原文列出几个有用符号关系：
• Q < 0：k1 ≤ 0 ≤ k2。
• Q = 0, S > 0：k ≤ 0。
• Q = 0, S < 0：k ≥ 0。
• Q > 0, QJ + S > 0：k2 ≤ k1 ≤ 0。
• Q > 0, QJ + S < 0：k1 ≥ k2 ≥ 0。
这些符号关系帮助把判据解释成 “非线性斜率在某个扇区中”。

与 Popov criterion 的连接。 若线性系统为：

1

1 + αs

后接 sector nonlinearity h，可取：

G = α, J = 0.

此时 sector bounds对 α的依赖会抵消，得到 Popov criterion中熟悉的 sector
条件。

从 sector bounds 反推 (Q,S,R)。 实际中经常已知非线性 sector：

h(x) ∈ [h1, h2].

原文列出多种情况，例如：
• 若 h1 ≤ 0 ≤ h2，可取：

(Q,S,R) =

(
−1,

1

2
(h1 + h2),−h1h2

)
.
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这就是标准 sector [h1, h2] 对应的 conic/passivity-like 供给率。
• 若 sector 全在正半轴或负半轴，可得到半平面型 (0,±1, 0) 或更少保守的参
数。
重要点是：(Q,S,R) 不唯一。若系统对 (Q,S,R) dissipative，则对更保守的

Q1 ≥ Q,R1 ≥ R 也可能 dissipative。

An integrator plus nonlinearity。 现在考虑：

α = 0.

系统变为：

ẋ = Gu,

y = h(x) + Ju.

这是积分器加非线性读出。

定理 51：cyclodissipativeness。 定理说，该系统 cyclodissipative 的充要条件
是：

R+ 2SJ +QJ2 ≥ 0,

并且：

Q ≥ 0.

为什么？因为此时：

f(x) = 0.

第 9.3 的 z = Gh/f 无法使用。回到矩阵条件：[
Qh2 (QJ + S)h− 1

2
Gm

(QJ + S)h− 1
2
Gm R̂

]
≥ 0.

显然要有：

Qh2 ≥ 0

对所有 h 成立，因此需要：

Q ≥ 0.

还需要：
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R̂ = R+ 2SJ +QJ2 ≥ 0.

这两个条件也是充分的，因为可以选择：

m(x)

使非对角项为零：

(QJ + S)h− 1

2
Gm = 0.

定理 52：dissipativeness 的充分条件。 一个可选解为：

m(x) =
2(QJ + S)

G
h(x).

storage function：

ϕ(x) =

∫ x

0

m(σ)dσ.

若：

QJ + S

G
> 0,

且 h(x) 位于 sector [0,∞)，即：

xh(x) ≥ 0,

则 m(x) 与 x 同号，从而 ϕ(x) ≥ 0。若：

QJ + S

G
< 0,

则需要 h(x) 位于 sector (−∞, 0]，即：

xh(x) ≤ 0.

因此定理 52 给出充分条件：
• R̂ ≥ 0。
• Q ≥ 0。
• h 的 sector 符号与 (QJ + S)/G 匹配。
原文强调：这个 sector 条件充分但不必要。
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例 2：sector 条件不必要。 系统：

ẋ = u, y = h(x).

其中 h(x) 在相邻区间上取 1 和 −3：

h(x) = 1

若 x ∈ (N,N + 1] 且 N 偶数；

h(x) = −3

若 x ∈ (N,N + 1] 且 N 奇数。这个 h(x) 不满足简单 sector 条件，甚至：∫ x

0

h(σ)dσ

可能向负无穷发散。但仍可证明系统是：

(1, 2, 1)

dissipative，使用分段 storage function：

ϕ(x) = 6(x−N)

在偶数区间，

ϕ(x) = 6− 6(x−N)

在奇数区间。这个例子说明：由于 m(x) 的解不唯一，简单 sector 条件不是
完整刻画。第 9 章把第 5 章的一般代数条件在一阶标量系统中显式解出。核心记
忆点：

• cyclodissipativeness 由 z(x) = G(x)h(x)/f(x) 的区间条件给出。
• dissipativeness 需要积分出的 ϕ(x) ≥ 0。
• 若自由系统 ẋ = f(x) 渐近稳定且 Q ≤ 0，cyclodissipativeness 可升级为

dissipativity。
• 线性一阶动态加非线性读出会自然导出 sector 条件，与 Popov/circle crite-

rion 相连。

7.2 扩展结果：松弛判据、连接稳定、最优控制与延迟

7.2.1 松弛稳定性判据

第 6 章的互联系统稳定定理要求：

Q̂ = Q− SH −HTST +HTRH < 0.
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第 10.1 节问：如果只能得到：

Q̂ ≤ 0,

能不能仍然推出稳定？答案是：有时可以。方法是利用子系统的第二组 dis-
sipativity 参数，给 Q̂ 的零方向补上负定性。

Combining dissipativeness parameters。 一个子系统可能同时满足多种 dis-
sipativity。例如它既 passive，又 finite gain。设第 i 个子系统同时是：

(Q
(1)
i , S

(1)
i , R

(1)
i )

和：

(Q
(2)
i , S

(2)
i , R

(2)
i )

dissipative。如果某些子系统没有第二组三元组，就令：

(Q
(2)
i , S

(2)
i , R

(2)
i ) = (0, 0, 0).

因为耗散不等式对正数倍和加法封闭，所以对任意：

α ≥ 0,

子系统也是：

(Q
(1)
i + αQ

(2)
i , S

(1)
i + αS

(2)
i , R

(1)
i + αR

(2)
i )

dissipative。对整体互联重新计算：

Q̂(α) = Q̂(1) + αQ̂(2).

如果能找到：

α ≥ 0

使：

Q̂(1) + αQ̂(2) < 0,

则整体稳定。
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把 Q̂(2) 拆成好项和坏项。 通常 Q̂(2) 不一定半负定。原文把它写成：

Q̂(2) = QB −QC ,

其中：

QB ≤ 0, QC ≤ 0.

这里符号有点反直觉：QB 是 “有益” 的负项，能补 Q̂(1) 的秩亏；QC 是会抵
消负性的项。目标是：QB 必须在 Q̂(1) 的零空间方向提供新的负性，而 QC 不能
在这些方向制造麻烦。

引理 11。 若：

A ≥ 0, C ≥ 0,

且：

rank[A C] = rankA,

则存在：

α > 0

使：

A− αC ≥ 0.

直观解释：秩条件表示 C 的列空间没有超出 A 的列空间。也就是说，C 只
作用在 A 已经能 “看见” 的方向上。因此取足够小的 α，不会破坏 A 的半正定
性。证明中用非奇异矩阵 T 把 A 的零行/非零行分离：

TA =

[
A1

0

]
.

秩条件迫使 TC 的对应下半块为零。再对行列同时变换，得到：

T (A− αC)T ∗ =

[
A11 − αC11 0

0 0

]
.

只要 α 足够小，第一块仍半正定。
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引理 12。 若：

A,B,C ≥ 0,

且：

rank[A B] = n,

rank[A C] = rankA,

则存在：

α ≥ 0

使：

A+ α(B − C) > 0.

含义：
• B 补足 A 的零方向，所以 [A B] 满秩。
• C 不增加 A 的列空间，所以可用小 α 控制。
于是 A+ α(B − C) 变成正定。

定理 53。 把符号换回稳定问题。若：

Q̂(1) ≤ 0,

且：

rank[Q̂(1) QB] = n,

rank[Q̂(1) QC ] = rank Q̂(1),

则互联系统稳定。证明就是令：

A = −Q̂(1) ≥ 0, B = −QB ≥ 0, C = −QC ≥ 0.

由引理 12，存在 α，使：

−Q̂(1) + α(−QB +QC) > 0.

等价于：

Q̂(1) + α(QB −QC) < 0.
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也就是：

Q̂(1) + αQ̂(2) < 0.

例子：三个 passive 系统。 原文考虑三个 passive 系统和一个互联矩阵。仅用
passivity 得到的 Q̂(1) 只是半负定，在某个方向上缺少严格性。如果第二个系统
有增益下界：

〈y2, y2〉T ≥ ϵ〈u2, u2〉T ,

则它是： (
1

ϵ
, 0,−1

)
dissipative。这个第二组参数能提供缺失方向上的秩，从而满足定理 53。如

果改为知道第三个系统 finite gain，也能补足缺失方向。重点是：并不一定需要
知道具体增益数值，只要知道某个正增益界存在，就能形成秩条件。

Using finite gain constraints。 现在假设部分子系统还已知 finite gain：

‖yi‖T ≤ ki‖ui‖T .

定义对角矩阵 D，标记哪些输出具有 finite gain：

Dii = 1

若第 i 个输出有 finite gain，否则：

Dii = 0.

定义 K 为由增益 ki 构成的对角矩阵，没有 finite gain 的位置设为 0。finite
gain 对应第二组参数，计算得到：

Q̂(2) = −D +HTKDKH.

定理 54 给出充分条件：

Q̂(1) ≤ 0,

rank[Q̂(1) D] = n,

rank[Q̂(1) DH ] = rank Q̂(1).

这个结果很实用，因为不需要知道 ki 的数值，只要知道哪些子系统 finite
gain。
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7.2.2 连接稳定性

connective stability 指：互联系统稳定，而且在互联被削弱或替换成满足某
种 sector/gain 限制的非线性后仍稳定。这里的 “削弱” 被建模为：原来从子系统
j 到子系统 i 的线性增益 Hij，替换成 sector：

[−|Hij |, |Hij |]

中的非线性，允许有记忆，但要求 finite gain 不超过 1。

系统设置。 原始 N 个 SISO 子系统：

yi = Gi(ui).

它们整体满足：

(Q0, S0, 0)

dissipativity。互联方程：

ui = uei − aiiyi −
∑
j ̸=i

aijψij(yj).

其中 ψij 是替代原线性互联的非线性，满足增益界：

‖ψij(v)‖T ≤ ‖v‖T .

因此每个 ψij 可看成一个新子系统，且是：

(−pk, 0, pk)

dissipative，其中 pk > 0 可任意选。

扩展系统。 把所有 ψij 都作为额外子系统加入后，总共有：

N +N2

个子系统。互联矩阵写成块形式：

H =

[
H11 H12

H21 0

]
.

其中：
• H11 = diag(a11, . . . , aNN )，表示本地线性反馈。
• H12 包含所有跨子系统耦合系数 aij。
• H21 把原系统输出送入新增非线性子系统。
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原系统参数：

Q =

[
Q0 0

0 −P

]
, S =

[
S0 0

0 0

]
, R =

[
0 0

0 P

]
.

这里 P > 0 是可选对角矩阵。代入：

Q̂ = Q− SH −HTST +HTRH.

经过块矩阵计算，可得到 −Q̂ 的结构由 Q0, S0,H11,H12, P 决定。关键是可
以选择 P 使 −Q̂ quasidominant。

定理 55。 结论：在上述设置中，整体系统稳定，如果：

AS0 −
1

2
Q0

是 quasidominant matrix。这里 A = [aij ] 是互联系数矩阵。quasidominance
的定义在附录中：存在 di > 0，使每一行的带权对角项大于带权非对角项绝对值
之和。

延迟微分方程应用。 考虑：

dxi
dt

= −aiixi(t) +
∑
j ̸=i

aijxj(t− Tij).

其中 Tij 是任意时延。每个积分器是 passive；每个时间延迟是 gain bound为
1 的 finite-gain 系统。由定理 55，只要由 aij 组成的矩阵满足 quasidominance，
就能推出稳定性，而且对任意时延成立。这就是 connective stability 的意义：互
联结构有足够强的对角主导性，即使连接中加入延迟或 sector 非线性，系统仍稳
定。

7.2.3 一个最优控制问题

本节建立 dissipativity 与 inverse optimal control 的关系：给定一个反馈律：

u = −k(x),

它什么时候是某个二次输入代价问题的最优控制？答案：当且仅当开环系统
以 u 为输入、k(x) 为输出时是 (R,R, 0)-dissipative。

最优控制问题。 系统：

ẋ = f(x) +G(x)u.

性能指标：
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J(x(0)) = lim
tf→∞

[
n(x(tf )) +

∫ tf

0

(
m(x) + uTRu

)
dt

]
.

其中：
• R = RT > 0。
• m(0) = 0, n(0) = 0。
• m(x) ≥ 0, n(x) ≥ 0。

Hamiltonian：

H(V, x, u) = m(x) + uTRu+∇V T f(x) +∇V TG(x)u.

对 u 求极小。梯度为：

∂H

∂u
= 2Ru+G(x)T∇V.

令其为零：

2Ru+GT∇V = 0.

所以：

u = −1

2
R−1GT∇V.

定义：

k(x) =
1

2
R−1G(x)T∇V.

则最优控制为：

u = −k(x).

HJB 方程。 有限时间 HJB 方程：

∂V

∂t
+H(V, x,−k(x)) = 0.

代入最优控制得到：

∂V

∂t
∇V T f − 1

4
∇V TGR−1GT∇V +m(x) = 0.

无限时间极限中：

V (x, t; tf ) → ϕ(x),

且 ∂ϕ/∂t = 0。于是：
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∇ϕT f − 1

4
∇ϕTGR−1GT∇ϕ+m(x) = 0.

因为：

k(x) =
1

2
R−1GT∇ϕ,

所以：

GT∇ϕ = 2Rk.

于是：

1

4
∇ϕTGR−1GT∇ϕ = kTRk.

HJB 方程变为：

∇ϕT f − kTRk +m(x) = 0.

关键恒等式。 对任意输入 u：

dϕ

dt
= ∇ϕT (f +Gu) = ∇ϕT f +∇ϕTGu.

又：

∇ϕTGu = (GT∇ϕ)Tu = (2Rk)Tu = 2kTRu.

所以：

ϕ̇ = ∇ϕT f + 2kTRu.

由：

∇ϕT f = kTRk −m(x),

得：

ϕ̇ = kTRk −m(x) + 2kTRu.

移项：

m(x) + uTRu = uTRu+ kTRk + 2kTRu− ϕ̇.

右边前三项是：

(u+ k)TR(u+ k).
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因此：

m(x) + uTRu = (u+ k)TR(u+ k)− ϕ̇.

积分：

∫ T

0

(m(x) + uTRu)dt =

∫ T

0

(u+ k)TR(u+ k)dt+ ϕ(x(0))− ϕ(x(T )).

optimal feedback 的 dissipativity。 因为 m(x) ≥ 0，从上式可推出：

ϕ(x(0)) +

∫ T

0

[
kTRk + 2kTRu

]
dt ≥ ϕ(x(T )).

这说明开环系统：

ẋ = f(x) +G(x)u, y = k(x)

是：

(R,R, 0)

dissipative。因为供给率为：

yTRy + 2yTRu.

闭环时：

u = ue − k(x).

代入后得到闭环系统对外部输入 ue、输出 k(x) 是：

(−R,R, 0)
dissipative。这意味着闭环具有很好的稳定裕度。另一个等价表达是：

ϕ(x(0)) +

∫ T

0

(uTe Rue − uTRu)dt ≥ ϕ(x(T )).

特别地若：

x(0) = 0,

则： ∫ T

0

uTRudt ≤
∫ T

0

uTe Rue dt.

这表示反馈总是在 R-能量意义下降低进入原系统的输入，松散地说，它总是
“负反馈”。
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定理 56。 给定 stabilising control：

u = −k(x),

它是某个指标： ∫
(m(x) + uTRu)dt

的最优控制，当且仅当系统：

ẋ = f(x) +G(x)u, y = k(x)

是：

(R,R, 0)

dissipative。必要性已经由 HJB推出。充分性的证明：若存在 storage function
ϕ，使：

ϕ(x(0)) +

∫ T

0

(kTRk + 2kTRu)dt ≥ ϕ(x(T )),

把不等式写成等式加平方耗散：

ϕ(x(0)) +

∫ T

0

(kTRk + 2kTRu)dt

= ϕ(x(T )) +

∫ T

0

(ℓ(x) +Wu)T (ℓ(x) +Wu)dt.

微分比较会迫使：

W = 0.

于是定义：

m(x) = ℓ(x)T ℓ(x) ≥ 0, n(x) = ϕ(x).

就得到一个最优控制问题，其最优输入为：

u = −k(x).

7.2.4 耗散延迟

本节解释多个 storage function 的物理意义：同一个输入输出系统可能有不
同内部实现，它们总耗散相同，但耗散发生的时间早晚不同。
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dissipation function。 定义：

ϕ(x(t0)) +

∫ t1

t0

w(t) dt = ϕ(x(t1)) +D(x(t0), u, t0, t1),

其中：

w(t) = yTQy + 2yTSu+ uTRu.

若系统 dissipative，则：

D ≥ 0.

一对 [ϕ,D] 称为该系统的一个 realisation。

引理 13：闭合循环总耗散与 realization 无关。 若 [ϕ1, D1] 和 [ϕ2, D2] 是同一
系统的两个 realisation，并且轨迹闭合：

x(t1) = x(t0) = x0,

则：

D1(x0, u, t0, t1) = D2(x0, u, t0, t1).

证明很简单。闭合时：

ϕ(x(t1)) = ϕ(x(t0)).

所以：

D =

∫ t1

t0

w(t) dt.

右边只依赖输入输出，不依赖 storage function 的选择。

dissipation delay 的定义。 定义：

[ϕ1, D1] ≺ [ϕ2, D2]

若对所有输入和所有 t1 ≥ t0：

D1(0, u, t0, t1) ≥ D2(0, u, t0, t1).

这表示 realization 1 的耗散更早发生，因此 dissipation delay 更小。
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定理 57。 定理：

[ϕ1, D1] ≺ [ϕ2, D2] ⇐⇒ ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) for all x.

直觉：若 ϕ1 的储能容量更小，那么同样输入能量进来时，它更少把能量暂存
起来，更多立即耗散掉。因此 dissipation delay 更小。

一阶 passive 例子。 系统：

ẋ = −x+ u,

y = x+
1

2
u.

它是 passive，即： (
0,

1

2
, 0

)
dissipative。可用 storage function：

ϕ(x) =
1

2
Cx2,

其中：

2−
√
3 ≤ C ≤ 2 +

√
3.

耗散函数为：

D =

∫ T

0

[
Cx2 + (1− C)ux+

1

2
u2
]
dt.

配方：

Cx2 + (1− C)ux+
1

2
u2 = C(x− γu)2 +Ru2,

其中：

γ =
C − 1

2C
,

R =
1

2
− Cγ2.

当 C 在上述区间内，R ≥ 0。区间两端 R = 0。物理解释：不同 C 对应不同
电路实现。小 C 更像 available storage，大 C 更像 required supply。它们在闭合
循环中总耗散相同，但耗散的相位/延迟不同。原文还指出，在线性系统中可定义
dissipation outputs：
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y1 =
√
Ru, y2 =

√
C(x− γu).

随着 C 改变，y2 相对 u 的相位滞后改变；但周期运动的净耗散率不变。这
把 dissipation delay 与 phase lag 联系起来。

7.2.5 结构分解结果

本节证明一个结构分解：任意满足条件的 passive system 可以分解成一个
lossless subsystem 和一个 memoryless passive subsystem 的 neutral interconnec-
tion。这推广了线性电路理论中的事实：无源电路可以看作储能元件和无记忆耗
散元件的互联。

原系统。 考虑：

ẋ = F (x, u),

y = H(x, u).

passivity 等价于： (
0,

1

2
I, 0

)
dissipativity。若存在可微 storage function ϕ(x)，微分耗散不等式为：

H(x, u)Tu−∇ϕ(x)TF (x, u) ≥ 0.

梯度可逆假设。 需要假设映射：

x 7→ ∇ϕ(x)

可逆。设其逆为 A，即：

A(∇ϕ(x)) = x.

线性 minimal 情形下这个可逆性常可由状态实现性质推出；非线性情形则要
逐案检查。作者猜测 storage function 的凸性可能足以保证梯度可逆，但没有在
本书中证明。
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第一个子系统：lossless storage subsystem。 定义子系统 1：

ẋ = u1,

y1 = ∇ϕ(x).

计算供给积分：∫ t1

t0

u1(t)
T y1(t) dt =

∫ t1

t0

ẋ(t)T∇ϕ(x(t)) dt.

由链式法则：

ẋT∇ϕ =
d

dt
ϕ(x(t)).

所以： ∫ t1

t0

uT1 y1 dt = ϕ(x(t1))− ϕ(x(t0)).

这正是 lossless：输入能量完全变成储能变化，没有耗散。

第二个子系统：memoryless passive subsystem。 定义子系统 2，输入为：[
u

u2

]
,

输出为： [
y

y2

]
.

令： [
y

y2

]
=

[
H(A(u2), u)

−F (A(u2), u)

]
.

这个系统是 memoryless，因为输出只依赖当前输入 u, u2，没有自己的动态
状态。

neutral interconnection。 把两个子系统按：[
u1
u2

]
=

[
0 −I
I 0

][
y1
y2

]
互联。于是：
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u1 = −y2, u2 = y1.

因为：

yT1 u1 + yT2 u2 = yT1 (−y2) + yT2 y1 = 0,

互联本身不产生也不消耗功率，是 neutral/lossless interconnection。

验证恢复原系统。 由子系统 1：

y1 = ∇ϕ(x).

互联给出：

u2 = y1 = ∇ϕ(x).

因为 A 是 ∇ϕ 的逆：

A(u2) = x.

子系统 2 给出：

y = H(A(u2), u) = H(x, u),

y2 = −F (A(u2), u) = −F (x, u).

互联还给出：

u1 = −y2 = F (x, u).

但子系统 1 的状态方程是：

ẋ = u1.

所以：

ẋ = F (x, u).

这正是原系统。
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验证第二个子系统 passive。 第二个子系统的供给率是：

yTu+ yT2 u2.

代入：

yTu = H(x, u)Tu,

yT2 u2 = (−F (x, u))T∇ϕ(x) = −∇ϕ(x)TF (x, u).

因此：

yTu+ yT2 u2 = H(x, u)Tu−∇ϕ(x)TF (x, u).

由原系统 passivity 微分不等式：

HTu−∇ϕTF ≥ 0.

所以第二个子系统 passive。任意满足梯度可逆条件的 passive system都可实
现为：

lossless dynamic subsystem + memoryless passive subsystem

通过 neutral interconnection 相连。电路解释中，lossless subsystem 可看成
电容组或电感组，memoryless subsystem 是电阻性无源网络。作者也指出，对更
一般 dissipative systems，目前还缺少合适的 neutral interconnection 定义，因此
还没有同样完整的结构定理。
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源化

变流器
Yvsc(s)

电网
Yg(s)

∆v,∆i

公共端口

控制器整形
无源化/虚拟阻尼

网络谐振
线路、电容、负荷

检查：Y + Y H ⪰ 0

图 8.1 电网-变流器互联的端口视角：电网给出阻抗/导纳环境，变流器给出可设计的端口动
态。

本章把前面建立的耗散语言放回现代电力系统。低惯量、电力电子主导和弱
电网问题之所以适合用无源性讨论，是因为它们本质上都是“端口互联后是否产
生负阻尼”的问题。端口变量可以取电压、电流，也可以取 dq 坐标下的小信号
量；稳定性不再只靠完整闭环矩阵的特征值判断，而可以转化为各个设备端口是
否向互联网络贡献足够阻尼。

8.1 为什么现代电网需要端口无源性

传统同步机电网中，大量旋转惯量和线路损耗提供天然阻尼。电力电子并网
后，控制器、锁相环、采样延迟、电流环、功率环等都会改变端口阻抗。若在某
个频段端口导纳的实部为负，则该设备在该频段表现为负阻尼，可能放大电网中
的谐振模态。对单输入单输出导纳 Y (jω)，高频无源判据常写成

ReY (jω) ≥ 0.

在 dq 坐标和低频外环作用下，导纳通常是 MIMO 矩阵 Y (jω)，此时对应条件为

Y (jω) + Y (jω)H � 0.

这正是频域正实性的矩阵版本。

评注 8.1（无源性是充分条件）. 端口无源性不是稳定的必要条件。很多系统在
某些频段非无源但仍稳定。它的价值在于模块化：若电网和设备都满足合适无源
或耗散裕度条件，则不用精确知道所有闭环细节，也能给出稳定保证。

193
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8.2 从输入导纳看变流器控制

并网电压源变流器常用 Norton 或 Thevenin 等效表示。以导纳形式为例，小
信号电流和端口电压满足

∆i(s) = Yvsc(s)∆v(s) + ∆isrc(s).

若只关注互联稳定，独立源项不改变端口耗散性，核心是 Yvsc(s)。电网侧可写为

∆ig(s) = Yg(s)∆v(s).

闭环端口平衡给出
Yvsc(s)∆v(s) + Yg(s)∆v(s) = 0.

如果 Yg 被视为无源网络，而 Yvsc 在关键频带也无源或具有足够耗散裕度，则端
口互联不易产生自激振荡。

8.3 高频与低频问题为什么不同

高频段中，外层功率环和同步环通常可以忽略，主要负阻尼来源是数字控制
延迟和电流环动态。此时常可以使用 SISO 或近似对称模型，设计目标是消除实
部为负的频带。低频段则完全不同。锁相环、功率同步、直流电压控制和交流电
压控制会引入 d 轴与 q 轴耦合，使系统不能再被简单看成一个标量阻抗。此时必
须使用 MIMO 条件，例如最小特征值

λmin

(
Y (jω) + Y (jω)H

2

)
作为无源裕度指标。若该指标为负，说明存在某个端口方向会向外注入小信号能
量。

8.4 无源化、虚拟阻尼与控制设计

所谓无源化，就是通过控制器让端口从“可能产生负阻尼”变成“至少不产
生负阻尼”。常见方法包括：

1. 调整电流环和前馈结构，补偿采样与 PWM 延迟造成的相位滞后；
2. 引入虚拟电阻或虚拟电抗，使关键谐振附近的等效导纳实部变为非负；
3. 重新设计锁相环或同步单元，减小低频 q 轴负阻特性；
4. 使用广义 KYP 或带权无源性，只在目标频带内施加耗散约束。
这些方法本质上都在改变供给率或端口算子，使∫ T

0

w(u, y)dt−∆V ≥ 0

在设计关注的频段或工作点附近成立。
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8.5 微电网模型为什么不能随意降阶

逆变器型微电网存在多个时间尺度：电磁网络最快，内环控制其次，功率控
制和同步最慢。传统大电网中常把线路动态代数化，但在逆变器微电网中，网络
动态虽然快，却可能影响慢模态稳定边界。因此建模时不能只凭“时间常数小”就
删掉网络状态，而应检查被删动态是否仍以端口方式保持无源或至少保持足够耗
散。

8.6 给工程读者的检查流程

实际使用无源理论时，可按以下流程组织：
1. 明确端口变量和符号方向，确认 uT y 表示进入子系统的功率或广义功率；
2. 得到设备的线性化导纳或阻抗模型，必要时用 dq MIMO 矩阵表示；
3. 检查极点稳定性，避免把内部不稳定模态误判为端口无源；
4. 计算 Hermitian 部分的最小特征值或 SISO 实部；
5. 若存在负阻尼频段，判断该频段是否与电网谐振重叠；
6. 通过虚拟阻尼、前馈、同步环整形或频带 KYP 约束进行无源化；
7. 最后用闭环特征值、Nyquist 或时域仿真复核充分条件的保守性。

评注 8.2（应用中的边界）. 无源性判据特别适合模块化和缺少完整电网信息的
场景，但它不是万能判据。低频 MIMO变流器中，不同无源指标可能给出冲突设
计方向；此时应把无源指标作为稳定性设计的结构化信息，而不是唯一优化目标。
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正主子式
P-matrix

拟对角占优
quasidominant

M-matrix
稳定互联

符号结构 非正非对角

用途：把复杂互联条件转化为可检查的矩阵正性

图 A.1 矩阵正性工具之间的关系：主子式、拟对角占优与 M 矩阵。

本附录收集正文中反复使用的矩阵结果。读者第一次学习时不必一次掌握全
部证明，但需要知道每个工具在正文中的作用：对偶性用于消元，P 矩阵和 M 矩
阵用于判断互联稳定，拟对角占优用于把图结构或连接强度转成可检查的代数条
件。

A.1 矩阵工具：P 矩阵、拟对角占优、M 矩阵与变换

A.1.1 附录使用说明

附录 A 收集第 6、8、10 章反复使用的矩阵工具。核心对象有两类：
1. M-matrices：对角元为正、非对角元非正，并且所有主子式为正。
2. Quasidominant matrices：经过正对角缩放后具有严格对角占优性质的矩
阵。
这些矩阵在互联系统稳定性中出现，是因为很多稳定条件最终都要证明存在

正对角矩阵 P，使：

PF + F TP > 0

或：

P −ATPA > 0.

正对角 P 代表给不同子系统不同权重；它不能任意非对角，因为非对角权重
会混合子系统能量，破坏 dissipativity 参数的子系统解释。

符号约定。 附录中：
• 对向量 x，x > 0 表示每个元素都严格正。
• x ≥ 0 表示每个元素都非负。
• 对矩阵 A > 0，表示 A 对称正定。

196
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• |A| 表示把 A 每个元素取绝对值得到的矩阵。
• signature matrix 是对角矩阵，其对角元均为 +1 或 −1。

principal submatrix 指保留同一组行和列得到的子矩阵。principal minor 是
principal submatrix 的行列式。行列同步置换：

PAP

不会改变 principal minors 的集合，只会改变它们的排列顺序。

A.1.2 A.1 对偶结果
本节证明一个正向量存在性的对偶定理：

∃x > 0 such that Ax > 0

等价于：

∄y ≥ 0, y 6= 0 such that AT y ≤ 0.

这类结果与 Farkas lemma/Stiemke theorem 同属 “线性不等式二择一” 思
想。

引理 14。 若存在：

x > 0, Ax > 0,

则不存在非零：

y ≥ 0

使：

AT y ≤ 0.

证明：若 Ax > 0 且 y ≥ 0, y 6= 0，则：

yTAx > 0.

因为 Ax 每个元素正，而 y 至少一个元素正。但：

yTAx = xTAT y.

若同时 AT y ≤ 0 且 x > 0，则：

xTAT y ≤ 0.

矛盾。所以这样的 y 不存在。
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引理 15。 反向：若不存在非零 y ≥ 0 使 AT y ≤ 0，则存在：

x > 0

使：

Ax > 0.

原文用对 A 的行数归纳证明。直觉是：如果无论怎样选 x > 0，总有某一行
使 Ax 不能全正，那么可以构造一个非负乘子 y，把这些失败的行组合起来，得
到：

AT y ≤ 0.

这与假设矛盾。

定理 58。 两条陈述等价：
1. 存在 x > 0，使 Ax > 0。
2. 不存在非零 y ≥ 0，使 AT y ≤ 0。
这个定理后面用来从 “没有非负解” 推出 “存在正缩放向量”，是 quasidomi-

nance 和 M-matrix 结果的基础。

A.1.3 A.2 正主子式矩阵
本节研究所有 principal minors 都正的矩阵，也称 P-matrix。对称矩阵中，

principal minors 全正等价于正定；非对称矩阵中情况更复杂。

P-matrix。 定义：一个实方阵 A 是 P-matrix，如果 A 的所有 principal minors
都严格正。这包括：

• 所有 1× 1 principal minors，即所有对角元 aii > 0。
• 所有 2× 2 principal minors。
• 一直到 detA > 0。

引理 16。 若 A 是 P-matrix，则不等式：

Ax ≤ 0, x ≥ 0

只有平凡解：

x = 0.

直观解释：P-matrix 的正 principal minors 排除了 A 把某个非负非零向量
整体推到非正方向的可能。证明用归纳和 A−1 的列。关键步骤是选 A−1 的第一
列 b，再从 x 中减去最大可能的 αb，使一个分量变为零，从而降维到 principal
submatrix。
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定理 59。 若 A 是 P-matrix，则存在：

x > 0

使：

Ax > 0.

证明：由引理 16，不存在非零 y ≥ 0 使：

Ay ≤ 0.

把定理 58 用在 AT 或等价形式上，即可推出存在正向量使 Ax > 0。

定理 60。 一个实方阵 A 是 P-matrix，当且仅当对每个 signature matrix S，存
在：

x > 0

使：

SASx > 0.

注意 SAS 是同时改变若干行列符号。它不改变 principal minors，因为每个
principal minor 中行列符号成对出现。充分性方向的核心思想是：对每个符号模
式都能找到正 x，说明所有可能符号扰动下仍能保持正向作用。这最终强到足以
推出所有 principal minors 为正。这个定理和下一节 quasidominance 的区别非常
微妙：这里允许不同 S 使用不同 x。

A.1.4 A.3 拟对角占优矩阵
本节定义 quasidominance，并说明它是比 P-matrix 更容易检查但更强的性

质。

定义 22。 实方阵 A = [aij ] 是 quasidominant，如果存在：

di > 0

使对所有 i：

diaii >
∑
j ̸=i

dj |aij |.

这表示经过正对角缩放后，每一行对角项严格大于非对角项绝对值和。若令：

D = diag(di),
则这个条件类似于 AD−1 或相关缩放矩阵的严格对角占优。
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定理 61。 A quasidominant，当且仅当存在同一个：

x > 0

使对每个 signature matrix S：

SASx > 0.

与定理 60 对比：
• P-matrix：每个 S 可以有自己的 x。
• Quasidominant：同一个 x 必须适用于所有 S。
所以：

quasidominant =⇒ P-matrix,

但反向不一定成立。

定理 62。 若 F quasidominant，则存在正对角矩阵：

P > 0

使：

PF + F TP > 0.

这就是第 6 章和第 10 章中稳定判据需要的形式。证明思路：由 quasidomi-
nance，存在 x > 0 使 SFSx > 0 对所有 S 成立。类似地，对 F T 存在 y > 0。定
义：

Pii =
yi
xi
.

则：

Px = y.

可以证明：

PF + F TP

本身 quasidominant。因为它又是对称矩阵，所以 principal minors 全正等价
于正定，于是：

PF + F TP > 0.
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A.1.5 A.4 M 矩阵
本节介绍 M-matrix。它是带特殊符号模式的 P-matrix，也是检查 quasidom-

inance 最实用的工具。

M-matrix 定义。 考虑实方阵 M = [mij ]，满足：

mii > 0,

mij ≤ 0 (i 6= j).

如果 M 的所有 principal minors 都正，则 M 是 M-matrix。也就是说：

M-matrix = P-matrix +非对角元非正符号模式.

定理 63。 对具有 M-matrix 符号模式的矩阵 M，以下等价：

M 是 M-matrix

和：

∃x > 0 such that Mx > 0.

证明要点：若 Mx > 0，则第 i 行：

miixi +
∑
j ̸=i

mijxj > 0.

由于 mij ≤ 0，移项：

miixi >
∑
j ̸=i

|mij |xj .

这就是 quasidominance条件。因此M quasidominant，进而 principal minors
全正。

定理 64。 对 M-matrix 符号模式矩阵：

M 是 M-matrix ⇐⇒ M quasidominant.

因此检查 quasidominance 的常用方法是构造：

Ãii = Aii, Ãij = −|Aij |, i 6= j.

那么：
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A quasidominant ⇐⇒ Ã 是 M-matrix.

这就是第 6 章小增益判据中构造 Â 的原因。

引理 17：Schur complement 保持 M-matrix。 若 M-matrix 分块：

M =

[
M11 m12

m21 m22

]
,

其中 m22 是标量，则 Schur complement：

M11 −
1

m22

m12m21

仍是 M-matrix。这说明 M-matrix 对消元过程稳定，类似正定矩阵的 Schur
complement 性质。

定理 65：M-matrix 的等价刻画。 对非对角元非正的实方阵 M，以下等价：
1. 所有 principal minors 正。
2. 存在 x > 0，使 Mx > 0。
3. 存在 y > 0，使 MT y > 0。
4. M 非奇异，且：

M−1 ≥ 0

逐元素非负。第 4条非常重要：M-matrix的逆是非负矩阵。这在互联系统中
意味着某些正输入会产生正响应，且可用于构造正对角 P。

引理 18。 若：

A− I

是 M-matrix，则：

I −A−1

也是 M-matrix。这是后面把 ATPA− P > 0 和 P −ATPA > 0 互相转换时
用到的工具。

引理 19 与定理 66：finite-gain 型条件。 引理 19：若 A 所有元素非负，且：

I −A

是 M-matrix，则存在正对角 P，使：
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P −ATPA > 0.

定理 66 去掉 A 非负的限制：若：

I − |A|

是 M-matrix，则存在正对角 P，使：

P −ATPA > 0.

这正是小增益定理的矩阵版。条件 I−|A|是 M-matrix表示互联系数在绝对
值意义下足够弱。

引理 20。 若：

A− I

是 M-matrix，则存在正对角 P，使：

ATPA− P > 0.

它是引理 19 的对偶形式。定理 s 67 和 68 把这些结果推广到带对角矩阵 K

和一般界矩阵 B 的形式：
• 若 K −B 是 M-matrix，则存在 D > 0，使：

BTDB < DK2.

• 若 −B 和 −B −K 是 M-matrix，则存在 D > 0，使：

BTDB > DK2.

这些正是第 8 章定理 s 37-39 中 M-matrix 图形判据背后的代数工具。

A.1.6 A.5 变换与等价条件
本节说明：如果一个矩阵不直接满足某个充分条件，可以通过变换把问题改

写成另一种等价不等式，再尝试不同的 M-matrix/quasidominance 检查。

Cayley transform。 定义：

F = (I −A)(I +A)−1.

反过来：

A = (I + F )−1(I − F ).
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可以证明：

PF + F TP > 0

当且仅当：

P −ATPA > 0.

这非常有用，因为：
• PF + F TP > 0 是 passive/quasidominance 类型。
• P −ATPA > 0 是 finite-gain/small-gain 类型。
如果一个测试失败，可以换到另一个等价域测试。

更复杂不等式的简化。 例如：

XTPΣX − Y TPΣY > 0,

其中 P,Σ 都是对角矩阵。可以令：

F = Σ(X − Y )(X + Y )−1

把它变成 PF + F TP > 0 型。若 Σ = I 且 X 可逆，也可令：

A = Y X−1

得到 P − ATPA > 0 型。附录 A 的作用是给前面稳定判据提供 “可检查的
矩阵充分条件”：

• P-matrix：principal minors 全正。
• Quasidominant：可正缩放成严格对角占优；能推出存在正对角 P 使 PF +

F TP > 0。
• M-matrix：非对角非正的 P-matrix；最容易检查 quasidominance。
• Cayley transform：把 PF + F TP > 0 与 P −ATPA > 0 互相转换。
这些结果解释了为什么第 6、8、10 章里频繁出现 “存在正对角矩阵 P” 和

“M-matrix 条件”。
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B.1 耗散是长时间性质还是瞬时性质

耗散性的原始定义是任意有限时间区间上的积分账本：

V (t1)− V (t0) ≤
∫ t1

t0

w(t)dt.

因为区间可以任意短，所以在 V 可微、轨迹足够正则时，它又等价于几乎处处成
立的微分形式

V̇ (t) ≤ w(t).

因此，耗散既不是只看无限长时间，也不是要求瞬时供给率非负；它要求每个时
间窗口都不能透支能量。

B.2 供给率为负时微分不等式是否还能成立

可以。若 w(t) < 0，表示系统此刻向外输出功率。微分耗散式要求

V̇ (t) ≤ w(t) < 0,

即储能也必须下降，并且下降得足以支付对外输出。举例：w = −1, V̇ = −3 时，
w − V̇ = 2 ≥ 0，仍然耗散；而 w = −1, V̇ = −0.2 时，系统输出的能量超过储能
下降，违反耗散性。

B.3 为什么不能从累计非负推出瞬时非负

即使对所有 T 有
∫ T

0
w(t)dt ≥ 0，也不能推出 w(t) ≥ 0。原因是积分可以由

正负片段相互抵消。无源电容放电时端口功率为负，但这部分能量来自此前存储，
不违反能量守恒。

B.4 外部耗散与内部耗散有什么区别

外部耗散只看零初态输入输出对；内部耗散还记录非零初始状态下的存储能
量。外部条件适合黑箱输入输出模型，内部条件适合 Lyapunov 稳定证明。存储
函数正是二者之间的桥梁。

205
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B.5 正实性为什么等价于无源性

对稳定 LTI 系统，由 Parseval 定理，时域积分∫ T

0

y(t)Tu(t)dt

可转化为频域中 G(jω) 的 Hermitian 部分。若 G(jω) +G(jω)H � 0，则每个频
率成分都不产生净能量，因而时域上满足无源性。反过来，若存在某个频率方向
使 Hermitian 部分为负，可构造接近该频率的输入使积分为负。

B.6 KYP 引理到底解决什么问题
KYP 引理把频域不等式和状态空间矩阵不等式连接起来。频域形式适合测

量和图形化理解；状态空间形式适合求存储函数和做控制综合。它说明同一个无
源性质可以有三种等价面貌：输入输出积分不等式、频域正实性、状态空间二次
储能函数。

B.7 严格无源为什么重要

普通无源只保证系统不产生能量，但可能有纯储能振荡。严格无源在输入或
输出方向多给出一部分耗散裕度，因此能排除更多边界情况，常用于推出渐近稳
定。

B.8 小增益和无源性有什么关系

小增益关注能量放大倍数，典型供给率为 γ2uTu − yT y；无源性关注端口功
率 uT y。二者都可以写成二次供给率，因此都是耗散理论的特例。

B.9 为什么频域圆判据会出现圆

标量二次供给率
Q|G|2 + 2S ReG+R ≥ 0

在复平面上就是关于 G(jω) 的二次不等式。配方后自然得到圆内、圆外或半平面
条件。

B.10 学习顺序建议

第一次阅读只需抓住三条主线：能量账本、存储函数、互联稳定。第二遍再
读 KYP、频域判据和矩阵附录。第三遍结合电力电子端口或自己的研究对象，把
供给率、端口变量和局部证书写出来。
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